Examen différé - physique générale 1 5 mars 2022 Dr. Sylvain Bréchet

E PF L 1. Cone avec frottement (6/20 points)
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Un point matériel P de masse m est astreint a se déplacer sur la surface intérieure d’un cone fixe. On
considere que le point matériel est soumis a une force de frottement visqueux en régime laminaire,

Ff:—/\v

qui est une fonction linéaire de sa vitesse v et du coefficient de frottement A > 0. Le temps d’amortis-
sement du au frottement est défini comme,

Le sommet du cone se situe a l'origine O du repere cartésien fixe (O, &1, &2, &3). L’axe de symétrie
du cone est la droite verticale passant par O et son angle d’ouverture est 8 = cste. Pour décrire la
dynamique du point matériel P, on prend un repeére sphérique mobile (P, #, é, (;AS) attaché au point
matériel P, tel que les vecteurs unitaires # et 6 sont contenus dans un plan vertical et le vecteur de
base (Z) est horizontal.

Les réponses doivent étre exprimées en termes des coordonnées sphériques r, 6 et ¢, de leurs dérivées
temporelles, de la masse m, du coefficient de frottement A, du temps d’amortissement 7, des vecteurs
de base 7, 0 et @, de la norme du champ gravitationnel g, du temps ¢ et des grandeurs scalaires
spécifiées dans 1’énoncé de chaque question.

Questions et réponses au verso !
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1. (1.0 point) Exprimer la force de frottement visqueux F et le poids P en coordonnées
sphériques.
Le point matériel P a pour contrainte géométrique de se déplacer sur la surface du cone,
0 = cste ainsi 0=0 et =0 (1)

Compte tenu de la contrainte géométrique (1), la force de frottement visqueux Fy s’écrit en
coordonnées sphériques comme,

Fy=—-\v=—\i#— Arpsinf ¢ (2)
et le poids est donné par,
P=mg=—-mg&3=mg (— cos@ﬁ—ksin@é) (3)

2. (1.0 point) Déterminer la force de réaction normale du cone IN en coordonnées sphériques a
I’aide de la loi du mouvement.

La force de réaction normale IN du cone est orthogonale au plan tangent au cone contenant le
point matériel P. Elle s’écrit donc en coordonnées sphériques comme,

N=-N& (4)

Compte tenu de la contrainte géométrique (1), 'accélération absolue du point matériel P est
donnée en coordonnées sphériques par,

a= <r — r¢?sin® 9> 7 — r¢?sinfcosh O + (mb sin @ + 27¢ sin 9) @ (5)
La loi vectorielle du mouvement du point matériel s’écrit,
Y F*=P+N+F;=ma (6)

En substituant les expressions du poids (3), de la réaction normale du cone (4), de la force de
frottement visqueux (2) et de l'accélération (5) dans la loi vectorielle du mouvement (6), et
en la projetant le long des lignes de coordonnées cylindriques, on obtient les trois équations
scalaires suivantes,

selon #: —mgcosf— Air=m (7" — r¢?sin? 9) (7)
selon @: mgsinf— N =m (f 7¢? sin 6 cos 9) (8)
selon @: —Ardsind=m <rq§ sin @ + 27 sin 9) 9)

Compte tenu de 1’équation du mouvement nodal (8), la force de réaction normale (4) est mise
sous la forme,

N=m (g sin @ + r¢? sin 0 cos 9) 6 (10)

3. (0.5 point) Montrer explicitement que le moment cinétique Lo du point matériel P évalué a
lorigine O s’écrit,
Lo=Lo6= —mr’dsing 0
Le moment cinétique Lo est défini comme,
Lo=rxp=mrxv (11)

Compte tenu de la contrainte géométrique (1), le moment cinétique (11) s’écrit en coordonnées
sphériques comme,

Lo=mr# x (1/1’“’—&— o sinﬁqg) = —mr’)sind 0 (12)
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4. (0.5 point) Montrer explicitement que ’équation du mouvement azimutal, c’est-a-dire selon le
vecteur unitaire ¢, peut étre mise sous la forme,
dr  dé dt
g dr ydo_ _dt
r o T
L’équation du mouvement azimutal (9) peut étre divisée par m et sinf car § > 0. Ainsi, compte
tenu du temps d’amortissement 7 = ¢, elle peut étre mise sous la forme,

PRI (13)
T (Z) T

Compte tenu des dérivées temporelles,

dr . do
= — et == 14
T (14)
Iéquation du mouvement azimutal (13) multipliée par l'intervalle de temps infinitésimal dt
s’écrit,
dr  dg dt
pdr do_ di (15)
r 10} T

5. (1.0 point) A T'aide des résultats des deux questions précédentes, compte tenu des conditions
initiales 7 (0) = ro et ¢ (0) = ¢p, déterminer I’évolution temporelle de la composante Lo (t)
du moment cinétique du point matériel évalué a l'origine O. Indication : intégrer l’équation
différentielle et utiliser lidentité logarithmique : A1n (a) 4+ In (b) = In (a’b)

L’intégration formelle de I’équation différentielle (15) du temps initial ¢ = 0 au temps ¢ s’écrit,

r(t) dr’ (t/) ¢(t) d(ﬁ/ (t,) 1 t /
? v L 16
/r(O) o) /QA(O) ¢’ (t) T /0 (16)

Le résultat de l'intégrale (16) est,

r(t) o)\ _, (W) _ t
2 In (7(0)> + In <g/)(())> =1In (7.2 (0)(2)(0)) = (17)

Compte tenu des conditions initiales, l’exponentiation de I’équation (17) donne l’évolution

suivante,
. . t . t
(060 = 06 0o (- L) = sy o (- £ (18)
Au vu de la loi d’évolution (18), ’évolution de la composante du moment cinétique (12) s’écrit,

S : t
Lo (t) = —m7r?(t) ¢ (t)sinh = —mre ¢ sinf exp < > (19)
T

6. (0.5 point) Dans le cas particulier ou le mouvement est purement radial, c’est-a-dire qﬁ =0,
montrer explicitement que ’équation du mouvement radial peut étre mise sous la forme,

1
P+ —7+gcost =0
T
L’équation du mouvement radial (7) est mise sous la forme suivante,
A .
i+ =7 — r¢?sin®f + gcosh =0 (20)
m

Pour un mouvement purement radial, la vitesse angulaire est nulle, ¢’est-a-dire ¢ = 0. Compte
tenu du temps d’amortissement 7 = ¢, '’équation du mouvement radial (20) se réduit a,

1
P4+ —74+gcosf =0 (21)
T
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7. (1.5 point) A laide du résultats établi a la question précédente, compte tenu des conditions
initiales 7 (0) = g et ¢ (0) = 0, déterminer 1’évolution temporelle de la vitesse radiale 7 (¢), qui
est solution de I’équation du mouvement radial.

L’équation différentielle inhomogeéne du mouvement radial (21) est mise sous la forme,
N
P4+ — (4 grcosf) =0 (22)
T

Pour rendre ’équation différentielle du mouvement radial (22) homogene, on définit comme
nouvelle variable la vitesse radiale relative v,.,

vy =17+ g7 cos 0 (23)

Ainsi, ’"équation du mouvement radial (22) devient,
. 1
Up + —v, =0 (24)
T

Solution 1 : L’équation du mouvement radial (24) peut étre mise sous la forme,

dor _ _dt (25)

(V% T

Compte tenu la vitesse radiale relative (23) et de la condition initiale 7 (0) = 7o, I'intégration
formelle de I’équation différentielle (25) du temps initial ¢ = 0 au temps ¢ s’écrit,

vr(t) 14 7(t)+gTcos® g1 (4! 1 [t
v b 0

»(0)  Ur (t/) 0+gT cos 6 (% (t/) T

Le résultat de l'intégrale (26) est,

m(“”fwmw):_t (27)

7o + g7 cosf T

L’exponentiation de I’équation (27) donne I’évolution temporelle de la vitesse radiale 7 (),
. . t
7 (t) = (o + g7 cos 0) exp <— > — gt cosf (28)
T

Solution 2 : Compte tenu la vitesse radiale relative (23) évaluée au temps initial ¢ = 0, la
solution de I’équation différentielle homogene du premier ordre (24) est de la forme,

t t
vy (t) = vy (0) exp <— > = (ro + g7 cosB) exp (— > (29)
T T
Ainsi, on obtient I’évolution temporelle de la vitesse radiale 7 (),

t
7 (t) = v (t) — g7 cos @ = (79 + g7 cos ) exp (— > — gt cosf (30)
T
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E PF L 2. Oscillateur sur plan incliné (7/20 points)
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Un wagon de masse M et de longueur 2¢j se déplace le long d’un plan incliné d’un angle o par rapport
a ’horizontale avec un frottement sec caractérisé par un coefficient de frottement cinétique constant
Le qui satisfait la condition,

e = tan o

Un point matériel P de masse m est attaché a deux ressorts identiques de masse négligeable, de
constante élastique k et de longueur au repos £y, fixés aux points A et B sur les parois arriere et avant
du wagon respectivement. Le point matériel P peut glisser sans frottement sur le sol du wagon le long
du plan incliné. Il a un mouvement relatif rectiligne dans le référentiel relatif du wagon. Le wagon et
le point matériel sont soumis au champ gravitationnel terrestre g.

Pour décrire la dynamique du systeme formé du wagon et du point matériel P, on prend un repere
cartésien (O, &, ) attaché a l'origine O choisie au haut du plan incliné. Ce repere est fixe par rapport
au référentiel d’inertie absolu R du plan incliné. On prend un repere cartésien (A, &, §) attaché au
point A. Ce repére est mobile par rapport au référentiel d’inertie absolu R du plan incliné et fixe par
rapport au référentiel accéléré relatif R’ du wagon. Le vecteur position absolue 7, (A) et le vecteur
position relative r, (P) s’écrivent,

1. (A)=0A=X&+Y7y ol Y = cste et r(P)=AP =ux&

La masse et le moment d’inertie des roues du wagon sont négligeables. Le mouvement du wagon
(c’est-a~dire du point A) peut donc étre considéré comme celui d’un point matériel. La masse M du
wagon vide est tres grande par rapport a la masse m du point matériel, c’est-a-dire m < M. Dans
cette approximation, I'influence du mouvement du point matériel sur le mouvement du wagon est
négligeable. Le mouvement du wagon peut donc étre étudié en négligeant simplement la masse m du
point matériel. La réciproque n’est pas vraie.

Les réponses doivent étre exprimées en termes de la coordonnée cartésienne relative x et de ses dérivées
temporelles, du vecteur de base &, de la masse m, du coefficient de frottement cinétique p., de la
constante élastique k, de la longueur a vide ¢y, de 'angle «, de la norme du champ gravitationnel g
et des grandeurs scalaires spécifiées dans 1’énoncé de chaque question.

Questions et réponses au verso !
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1. (1.5 point) En négligeant la masse et le mouvement du point matériel P, montrer que
Paccélération absolue a, (A) du point A du wagon s’écrit,

a, (A)=g(sina — pccosa) &

FEn négligeant 'influence du point matériel P sur le mouvement du wagon, les forces extérieures
exercées sur le wagon sont son poids Pjs et la force de réaction normale Nj; du plan incliné
et la force de frottement cinétique sec F; a l'interface entre le wagon et le plan,

Py =Mg=Mg(sina&— cosag)
Ny =Ny g (1)
Fy=— o Ny &

L’accélération absolue du point A qui se déplace le long du plan incliné est,

a,(A) =X & (2)
La loi du mouvement absolu du wagon s’écrit,

Y F™' =Py + Ny +Fy=Ma,(A) (3)

En substituant les expressions des forces extérieures (1) et de 'accélération (2) dans la loi vec-
torielle du mouvement absolu (3) du wagon, et en la projetant le long des lignes de coordonnées
cartésiennes absolues dans le plan vertical, on obtient les deux équations scalaires suivantes,

selon &: Mgsina— pcNy=MX (4)
selon g: —Mgcosa+ Ny =0 (5)

La substitution de 1’équation de contrainte (5) dans l’équation du mouvement(5) donne la
coordonnée d’accélération du wagon,

X =g (sina — pecosa) (6)
En substituant la coordonnée (6) dans le vecteur accélération absolue du wagon (2), celui-ci
devient,

a, (A) =g (sina — pccosa) & (7)

2. (0.5 point) Déterminer le coefficient de frottement cinétique pi.o pour lequel le mouvement
du wagon est un mouvement rectiligne uniforme en se souvenant qu’on néglige la masse et le
mouvement du point matériel P.

Pour que le mouvement du wagon soit un mouvement rectiligne uniforme, il faut que
Paccélération absolue du wagon soit nulle, c’est-a-dire a, (A) = 0. L’accélération (7) est donc
nulle lorsque pt. = fic0. Ainsi,

feo = tana (8)

3. (0.5 point) Déterminer la force élastique résultante F, exercée sur le point matériel P.

La force élastique résultante F, est la somme des forces élastiques F, ; et F, ;5 exercées par les
ressorts de gauche et de droite,

F.=F. +F. ;=—k(z—{ly)&—k(xz—ly)T=—2k(x— ly)Z 9)
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4. (1.5 point) Montrer que I’équation du mouvement relatif du point matériel P le long de la
ligne de coordonnée relative d’abscisse x dans le référentiel relatif du wagon R’ s’écrit,

2k
T+ —(z— Ly — pegcosa=0
m

Les forces extérieures exercées sur le point matériel P sont son poids P,,, la force de réaction
normale du wagon IN,, et la force élastique résultante (9),

P, =mg=mg(sina& — cosay) et Ny =Nn9 (10)

La force d’inertie est la force de translation,

F,=—-—may,(A) = —mg(sina — p.cosa) & (11)
L’accélération relative du point matériel P le long du plan incliné du référentiel relatif du wagon
R’ s’écrit,

a,(P)=32ix (12)

La loi du mouvement relatif du point matériel s’écrit,
Y F*'4+> F"=P,+Ny+F.+F =ma,(P) (13)

En substituant les expressions de la force élastique résultante (9), du poids et de la force de
réaction normale du wagon (10), de la force d’inertie (11) et de l'accélération (12) dans la
loi vectorielle du mouvement relatif (13) du point matériel P, et en la projetant le long des
lignes de coordonnées cartésiennes relatives dans le plan vertical, on obtient les deux équations
scalaires suivantes,

selon &: mgsina— mg (sina — pecosa) — 2k (x — ly) = mi (14)

selon g: —mgcosa+ Ny =0 (15)
L’équation du mouvement le long de la ligne de coordonnée relative d’abscisse (14) se réduit a,

2k
i—ka(x—&))—ucgcosazo (16)

5. (1.0 point) Déterminer la coordonnée relative d’équilibre zy du point matériel P.

L’équation du mouvement relatif (16) peut étre mise sous la forme,

. 2k m
x+E(az—€o—ﬁucgcosa>—O (17)

A I'équilibre en x = x(, la composante d’abscisse de ’accélération relative est nulle,
Zo=0 (18)
ce qui implique que la coordonnée d’abscisse relative a 1’équilibre est,

xo =Ly + — ficg COS (19)

6. (1.0 point) Dans le référentiel relatif R’ du plan incliné, déterminer I’énergie potentielle totale
V (z) du point matériel P comme fonction de la coordonnée relative x en prenant comme
référence d’énergie potentielle de pesanteur la droite horizontale qui passe par le point A,
et comme référence d’énergie potentielle élastique le centre du wagon, c¢’est-a-dire le point a
équidistance des points A et B. Montrer ensuite explicitement par le calcul la stabilité ou
I'instabilité de la coordonnée d’équilibre xg.
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Dans le référentiel relatif R’ du plan incliné, I’énergie potentielle de pesanteur V; () et 'énergie
potentielle élastique V; () du point matériel P s’écrivent,

Vg () = —mgzsina (20)
Ve (x) =k (z — £)? (21)

L’énergie potentielle totale V (x) est la somme des énergies potentielles de pesanteur et
élastique,

V(x) =V, () + Ve (z) = —mgasina + k (z — £)° (22)
La dérivée premiere de I’énergie potentielle (22) évaluée a I’équilibre est donnée par,

% (x9) = —mg sina + 2k (zg — lp) =0 (23)

Ainsi, la coordonnée d’abscisse relative a 1’équilibre est,
o :€0+% he § COS (v (24)

qui est une solution alternative a la question précédente. La dérivée seconde de 1’énergie po-
tentielle (22) est donnée par,

>V d [dV
2 (x0) = . <d:p> (x9) =2k>0 (25)

ce qui montre que la position d’équilibre xy est un minimum de la fonction énergie potentielle
totale V' (z), et donc une solution d’équilibre stable.

. (1.0 point) Déterminer la période d’oscillation 7" du point matériel P lorsqu’elle existe.

Compte tenu de la coordonnée relative d’équilibre (19), I’équation du mouvement relatif (17)
peut étre mise sous la forme suivante,

2k
T4+ —(@x—20)=0 26
+ ( 0) (26)
A l’aide de la déviation par rapport a 1’équilibre,
z=x— o ainsi P=1 (27)
on constate que I’équation du mouvement (26) devient,
2k
Z4+—2=0 (28)
m
ce qui décrit un mouvement oscillatoire de pulsation,

2k
_ 29
w m ( )

et donc de période,

(30)
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E PF L 3. Cylindre dans un cylindre (7/20 points)
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Un cylindre homogene de masse M et de rayon r roule sans glisser a I'intérieur d’une cavité cylindrique
fixe de rayon R centrée a l'origine O. L’axe de symétrie du cylindre qui passe par son centre de masse
G est un axe horizontal et le moment d’inertie du cylindre par rapport a cet axe est I = AMr? ol
1/2 < A < 1. Le vecteur vitesse angulaire de rotation propre du cylindre est = — 1/1 Z, ou l'angle de
rotation propre 9 est défini positif dans le sens trigonométrique dans le plan vertical.

Pour décrire la dynamique du cylindre, on choisit un repeére d’inertie cylindrique (G, p, q,?), Z) attaché
au centre de masse G ou ||OG|| = R — r. La cavité cylindrique est symétrique par rapport a l’axe
vertical passant par l'origine O. L’angle ¢ est défini positif vers la gauche a partir de cet axe vertical.

Les réponses doivent étre exprimées en termes de la masse M, des rayons R et r, du facteur A, de
I’angle de précession ¢, de I'angle de rotation propre v, des dérivées temporelles de ces angles, des
vecteurs de base p, ¢, et £, de la norme du champ gravitationnel g.

Questions et réponses au verso!
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1. (1.0 point) Calculer le moment cinétique Lo du petit cylindre évalué par rapport au point C'.

Solution 1 : A l'aide du théoréme de Huygens-Steiner, le moment d’inertie Io s’écrit en
fonction du moment d’inertie I comme,

Ic =1Ig+ Mr? = ()\ + 1) M2 (1)

Etant donné que I’axe horizontal passant par le point C est parallele a 1’axe principal d’inertie
passant par le centre de masse GG, le moment cinétique Lo est colinéaire au vecteur vitesse
angulaire €2,

Le=IcQ=— (A+1)Mr¥)z (2)

Solution 2 : Etant donné que 'axe horizontal passant par le centre de masse G est un axe
principal d’inertie, le moment cinétique L est colinéaire au vecteur vitesse angulaire €2,

Lo=1cQ = Mr*) 2 (3)

Compte tenu de la condition de roulement sans glissement, i.e. Vo = 0, la vitesse du centre de
masse s’écrit,

VGZVC+Q><CG:(—¢2)x(-rﬁ):wq& (4)
Compte tenu du théoreme de transfert du moment cinétique,

Lo=Le+CG x MVg = — AMr¥) 2 + (—r p) x (Mm/} ¢3) —— M+ DMz (5)

2. (0.5 point) Déterminer le moment de forces extérieures résultant M S exercé sur le cylindre
et évalué par rapport au point de contact C.

Le seul moment de force extérieure non-nul exercé sur le cylindre et évalué au point de contact
C est celui de son poids P exercé au centre de masse G,

MS*=CG x P = (—rp) x My (;osrqﬁ/ﬁ— sin¢g£) — Mgrsing2 (6)

3. (1.0 point) A l'aide des résultats des deux questions précédentes, montrer que 1’équation du
mouvement de rotation propre du petit cylindre s’écrit,

. 1
w:—igsin(é
r

Le théoréeme du moment cinétique évalué au point de contact C' s’écrit,
M& = Lo (7)
Compte tenu de la relation (2), la dérivée temporelle du moment cinétique s’écrit,
Lo=—\+1)Mr)z (8)
En identifiant les parties scalaires des membres de droites des relations (6) et (8), on obtient,
— (A1) Mr?) = Mgrsin¢ (9)

Ainsi, ’équation du mouvement de rotation propre du petit cylindre s’écrit,

N gsingb (10)
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4. (1.0 point) En utilisant explicitement la condition de roulement sans glissement du petit

cylindre montrer que I’équation du mouvement du centre de masse G du petit cylindre s’écrit,
1 g
A+1R—7r

La condition de roulement sans glissement du cylindre s’écrit,

b+

sing =0

vb:vb+QxCG=42xCG:(—¢@>q—rm:r¢$ (11)

Le centre de masse a un mouvement circulaire de rayon R — r et de vitesse angulaire scalaire

$. Ainsi,

Vo=(R-1)0¢ (12)
En identifiant les membres de droite des relations (11) et (12), on obtient,

b= (R-1)d (13)
La dérivée temporelle de la condition de liaison (13) s’écrit,

= (R-1) a9

Compte tenu de 'accélération angulaire de rotation propre (10) et de la condition (14),
I’équation du mouvement de précession du centre de masse G s’écrit,

¢+/\+1 R—r

sing =0 (15)

. (2.0 points) Déterminer la force de réaction normale IN et la force de frottement statique Fj
exercées sur le petit cylindre a I'aide de la loi du mouvement.

Les forces extérieures exercées sur le cylindre sont son poids P, la réaction normale de la cavité
N et la force de frottement statique Fs, qui s’écrivent en coordonnées cylindriques,

P=Mg= Mg (cos¢[)— sin¢q.7)>
N=-Np (16)
F,=F.¢
L’accélération du centre de masse s’écrit en coordonnées cylindriques,
Ag=—(R-1)¢"p+(R-1)0d (17)
Le théoreme du centre de masse du cylindre s’écrit,
F*=P4+ N+ F,=MAg (18)

En substituant les forces extérieures (16) et l'accélération du centre de masse (17) dans le
théoreme du centre de masse (18) du cylindre, et en le projetant le long des lignes de coordonnées
cylindriques dans le plan vertical, on obtient les deux équations scalaires suivantes,

selon p: Mgcos¢p— N=—M(R— 1) (19)

selon ¢: —Mgsing+F,=M(R—r)é (20)
Compte tenu des relations (16) et (19), la force de réaction normale s’écrit,

N =— ]W(g cosp+ (R—r) Oz) p (21)
Compte tenu des relations (15), (16) et (20), la force de frottement statique s’écrit,

F,=M (g sing + (R—r) q§> b= )\—)1\—1 Mgsing¢ ¢ (22)
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6. (0.5 point) Déterminer la pulsation des oscillations du centre de masse du petit cylindre dans
la limite des petites oscillations autour de la position d’équilibre, i.e. ¢ < 1 et sin¢p = ¢.

Dans la limite des petites oscillations autour de la position d’équilibre, i.e. sin ¢ = ¢, I’équation
du mouvement du centre de masse (15) décrit un mouvement harmonique oscillatoire,

=0 23
A W (23)
de pulsation,
1 9
=) — 24
YTVAXFIR- 7 (24)

7. (1.0 point) Déterminer 1’énergie cinétique T' et ’énergie potentielle V' du petit cylindre en
prenant comme référence d’énergie potentielle la droite horizontale qui passe par 'origine O.

L’énergie cinétique du cylindre est la somme de ’énergie cinétique du centre de masse et de
I’énergie cinétique de rotation propre autour du centre de masse G ou uniquement I’énergie
cinétique de rotation utour du point de contact C,

1 1 1
TzaM@+§kW:§MQQ (25)

Compte tenu de la vitesse du centre de masse (12), I’énergie cinétique (25) devient,
1 . 1 o -
T:§MU%4Y&+§AMﬂW (26)

Compte tenu de la condition de roulement sans glissement (13),

1 . 1 .
T:§@+nﬂhwﬂz§u+nﬂu3—rf& (27)
L’énergie potentielle s’écrit,
V=—Mg(R— r)cos¢ (28)

L’énergie mécanique s’écrit alors,

1

E=-\A+1)M(R-r)*¢*— Mg(R— r)cosé (29)

|

Comme il n’y a pas de force dissipative, I’énergie mécanique E est conservée et sa dérivée
temporelle est nulle,

E:(Q+DAUR—TP$+Mgm—rnm@¢:0 (30)
ce qui donne I’équation du mouvement (15) a une constante pres,
A+1)M(R—r)>¢+ Mg(R— r)sing =0 (31)

comme il se doit. C’est une solution alternative a la question 4.
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