Cours Euler: Série 24

le 10 mars 2021

Exercice 1

1. Quelles opérations faut-il effectuer pour isoler I'inconnue = dans les équations suivantes :
(a) z+12=5

2
b) —x=—4
) 3
2. On considere I'équation 2x 4+ 2 = 5:6 — 1. Transforme cette équation en une équation équivalente
de la forme

mx +h =0

puis dessine sur du papier quadrillé (ou millimétré) le graphe de la fonction f(x) = ma + h. Explique
enfin comment on peut trouver graphiquement la solution de cette équation et donne cette solution.

Exercice 2

Un peu de théorie : Vrai ou faux ? Dans chaque cas explique brievement pourquoi I'affirmation est
vraie ou fausse. Si elle est fausse donne un contre-exemple pour le démontrer! Lis attentivement la
donnée pour bien comprendre la différence entre chaque affirmation.

1. L’équation ax — v/2 = 0 a une unique solution pour toute valeur de a € R.

L’équation az — v/2 = 0 a une unique solution pour certaines valeurs de a € Q.

L’équation z — ayv/2 = 0 a une unique solution pour toute valeur de a € R.

L’équation = — ayv/2 = 0 a une unique solution rationnelle pour certaines valeurs de a € Q.
L’équation az? + bx + ¢ = 0 a exactement deux solutions pour toutes valeurs de a, b, c € R.

L’équation az? + bx + ¢ = 0 a exactement deux solutions pour certaines valeurs de a,b,c € Q.

A

L’équation 2% 4+ 2z + ¢ = 0 n’a aucune solution pour toute valeur ¢ > 10.

Exercice 3

Equations avec parameétre(s). Dans les équations suivantes, les lettres a, m, n sont des « parametres »,
c’est-a-dire des nombres réels fizés. Seule la lettre = est une inconnue qu’on cherche a déterminer.
Ainsi, chaque choix de parametre détermine une équation. On te demande de déterminer la ou les
valeurs du parametre pour que I'ensemble des solutions S de 'équation vérifie : a) S=R b) S =1

c) S ={1}.
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Exercice 4

Problemes. Suis les indications dans chaque cas pour résoudre le probléme proposé.

1.

Une mere a 22 ans de plus que sa fille. Dans deux ans la somme de leurs ages sera 50 ans. Quel
est ’age actuel de la fille ?

Si x est 'age de la fille, exprime ’age de la mere en fonction de x; puis exprime 'age de la
mere et de sa fille dans deux ans (en fonction de z) et traduis le probléme en une équation.
Résous cette équation et exprime la solution du probleme en une phrase qui fais le lien avec
I’énoncé original. Vérifie enfin que la solution répond a la question !

. Dans une patisserie on a vendu des éclairs a 1,30 et des merveilleux a 1,80. On a vendu en tout

20 pieces pour une somme de 32,40. Combien a-t-on vendu d’éclairs et de merveilleux ?

Si x est le nombre d’éclairs, trouve combien il y a de merveilleux en fonction de x, puis trouve
combien d’argent rapportent les éclairs et combien d’argent rapportent les merveilleux (en
fonction de z). Traduis le probleme en équation, résous-la et exprime la solution du probleme
en une phrase qui fais le lien avec ’énoncé original. Vérifie!

On considere un nombre naturel a 3 chiffres. Si a est le chiffre des centaines, b celui des dizaines
et ¢ celui des unités, comment exprimes-tu ce nombre? Et comment exprimes-tu le nombre
“renversé”? Lorsque a = 4, b = 2 et ¢ = 1 vérifie que tes solutions donnent bien les nombres
421 et le nombre “renversé” 124.

On cherche un nombre a 3 chiffres, inférieur a 200 dont le chiffre des dizaines est le double de
celui des unités. La somme de ce nombre et du nombre renversé est égale a 665.

. D’un triangle rectangle on sait qu’un angle aigu est égal au triple de 'autre angle aigu. Quel

est la mesure des trois angles de ce triangle ?

Exercice 5

Equations et graphes. Il n’est pas nécessaire de dessiner le graphe dans ces exercices. Explique dans
chaque cas comment tu utilises la notion de pente pour analyser la situation.

1.

Trouve ’équation de la droite qui passe par le point (1;2) et qui est parallele a 1'axe des x.
On demande une équation de la forme y = mx + h qui décrit 'ordonnée y des points de cette
droite en fonction de leur abscisse x.

1
. Trouve I'équation de la droite qui passe par (2;1) et qui est parallele a y = —51' + 2.

1
. Trouve I'équation de la droite qui passe par (2; —3) et qui est perpendiculaire a y = —§$ + 2.

. Trouve I’équation de la droite qui passe par le milieu du segment d’extrémités (—2;3) et (1; —2)

et qui est parallele a la droite d’équation y = —555 + 2.

Soit m un parametre réel (c’est-a-dire un nombre réel m, pas une inconnue!). On considere les
fonctions réelles f(x) = m et g(x) = 1. Pour quelles valeurs du parametre m les graphes de ces
fonctions sont-ils paralleles ? confondus ? concourants (ils se coupent en un point) ?

Soit m un parametre réel (c’est-a-dire un nombre réel m, pas une inconnue!). On considere les
fonctions réelles f(x) = ma et g(x) = m + 1. Pour quelles valeurs du parametre m les graphes
de ces fonctions sont-ils paralleles ? confondus ? concourants (ils se coupent en un point) ?

Soit m un parametre réel (c’est-a-dire un nombre réel m, pas une inconnue!). On considere les
fonctions réelles f(z) = ma — 1 et g(z) = = + /2. Pour quelles valeurs du parameétre m les
graphes de ces fonctions sont-ils paralleles ? confondus ? concourants ?
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8. Soit m un parametre réel (c’est-a-dire un nombre réel m, pas une inconnue!). On considere les
fonctions réelles f(z) = 2ma + 3 et g(x) = 6m + . Pour quelles valeurs du parametre m les
graphes de ces fonctions sont-ils paralleles ? confondus ? concourants ?

Exercice 6

Un probleme de Nicolas Chuquet, 1484. Un marchand participe a 3 foires. A la premiere il double
son argent et dépense 30 pistoles. A la deuxieme il triple son argent et dépense 54 pistoles. A la
derniere il quadruple son argent puis dépense 72 pistoles. Il lui reste alors 48 pistoles. Combien
d’argent avait-il au départ ?

S’il avait eu 2 pistoles de moins, combien d’argent aurait-il finalement ?

Exercice 7
Considere 1’équati 3 ! + 2_1; 1 dans R
onsidere ’équation = a valeurs dans R.
d r—2 4drx+6 x-—2
2
osons f(x) —5¢ g(x) 4x+6+x—2

(a) Donne les ensembles de définition des fonctions f et g (I'ensemble d’arrivée est chaque fois R).
(b) Donne I'ensemble de définition de I’'équation (sachant qu’elle prend ses valeurs dans R).

(c¢) Trouve une équation équivalente dans l’ensemble de définition obtenu qui ne comporte plus de
fractions.

(d) Résous I'équation dans son ensemble définition.

Exercice 8

Pour les équations 1) a 4), réponds aux questions a) a d) de I'exercice précédent. A partir de I’équation
5), tu vas aboutir a une équation du second degré. La question d) est alors facultative. Si tu veux
résoudre les équations & partir de 5), on obtient une équation du type ax® + bz + ¢ = 0, puis on

factorise le polynome az? + bx + ¢ = (mz + n)(pz + ). On sait alors que les solutions sont z; = —
m

—l

et w9 = — si 1 el xo appartiennent a l’ensemble de définition.)
b

1 x—2_x—4 5 2x—1_8m—1
"r4+3 45 T2 dx+2
2.§: 5 6 % _ 6z 3
v x+1 r+3 22-9 -3
3. —?i)—l_ 21:( 1)6( 1) . 2 2 y—1
T T — z— 1)z . — =
v -y y—1 Y
4 T 4 _x—i—l
SR R pe | 8.x+5+ 8 4(z+1)
r—1 (z—-12 22-2x+1
Exercice 9

Un probléme de test (2013). Justin Bieber et Miley Cyrus vont au restaurant ensemble et com-
mandent exactement le méme menu (ils paient donc la méme somme). A eux deux ils ont 100$. M.
Bieber dépense la moitié de son argent et il reste 10$ a Mlle Cyrus a la fin du repas. Pose les équations
qui correspondent a ce probleme et calcule combien d’argent Justin Bieber avait en poche avant le
repas.
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Exercice 10

Equations du second degré. La clé de la résolution des équations du second degré est ’observation
suivante. Une équation du type f(x) - g(x) = 0 a pour solutions les solutions de 1’équation f(z) =0
ET les solutions de I’équation g(x) = 0.
1. Résous 'équation (z — 2)(z + 3) = 0.
2. Résous 'équation z2 + 42 + 3 = 0. Pour cela je propose d’écrire 1’équation sous la forme
(x 4+ a)(x+0b).
3. Soient b et ¢ des nombres réels. On considere 'équation 2 + 2bz + ¢ = 0. Montre que cette
équation est équivalente a 1’équation (z + b)* = b* — ¢
4. Soient b et ¢ des nombres réels. Résous 1'équation 2% + 2bz + ¢ = 0 en utilisant la partie 3.

Trouve en particulier quand cette équation a zéro, une ou deux solutions (en fonctions de b et
de ).

Exercice 11

Rappels sur le produit cartésien. Avant de te lancer dans ’exercice, relis attentivement la définition
de produit cartésien.

(a) Soient X = {villes européennes} et Y = {pays}. Parmi les paires ordonnées suivantes, lesquelles
appartiennent a X x Y 7 Si une paire n’y appartient pas, explique pourquoi.

Londres, France) 5. (Tokyo, Japon)
Londres, Paris)
Italie, Paris)

Geneve, Espagne) 7. (Luxembourg, Luxembourg).

L (
2. ( N
3. ( 6. (Suede, Rome)
4. (

(b) Parmi les paires ordonnées de R? suivantes, lesquelles appartiennent & N x Q? Si une paire n’y
appartient pas, explique pourquoi.

1. (6,—3) 6. (0, %)

2. (—6,-3)

3. (0,4.5) 7. (1234,

4. (2.8,2.8) 8. (1,1)

5. (0,-2) 9. (%, —8.42989)

(c) Détermine le nombre r € Q (et le nombre s € Q §'il apparait) tel que 1'égalité soit vérifiée (il
peut y avoir zéro, une ou plusieurs solutions). Justifie ta réponse par un raisonnement ou un calcul.

r,5) = (
r,5) = (-r
r,s) = (V2,s)
difficile) (r + s,7 — s) = (3,2)

(3r,5s) = (=9, 10) 5.
(r?,—s) = (16, 3) 6.
(r?,r) = (r,r) 7.
( 8.

r,s) = (s,r)

s, —8)

(
(
(
(

- W o

Exercice 12

Probléeme du mois (mars 2016) : Mathscope de ’Université de Genéve, tiré des casse-téte mathé-
matiques de Sam Loyd. Tante Marie, propriétaire d'une pension de famille, a demandé a son chef de
montrer a ses pensionnaires comment diviser une tarte en un nombre maximum de morceaux, avec
six coups de couteau rectilignes. Quel est votre point de vue quant a ce nombre ?



