Cours Euler: Série 21

le 10 février 2021

Exercice 1

Graphe de fonction I. Sur la donnée.
Observe les graphiques dessinés ci-aprés.

a Tente d’associer a chacun d’eux une des formules suivantes :

| | | S A [ —. 1 Dy o 2
®y-—n@y=x 0=t 0y-—

Yy = —x 4+ 2 :

Quel graphe n’est pas celui d’une fonction ? Pourquoi ?
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Exercice 2

—-Y

On verse de I'eau dans un vase & fleurs. Pour chaque quantité d’'eau versée, on mesure la hauteur

gu’elle atteint dans le vase. Les résultats sont inscrits dans ce tableau:

' Volume d'eau en cl 40 80 120 160 200 240
Hauteur d’eau en mm 27 54 81 108 158 208
a) Etablis un graphique de la situation.

b) Trouve la hauteur d'eau correspondant & un volume de 50 ¢l, de 130 cl, de 260 cl.

¢) Propose un croquis de ce vase.

Exercice 3

280

2568

Injection et surjection. Pour chacune des associations suivantes, détermine, en justifiant, s’il s’agit

d’une fonction et si c’est le cas, si elle est injective et/ou surjective.
1.
2.
3.

L 0 N>

10.

[dy: X = X

A de N le plus petit élément de I’ensemble A.

« traverse » : {Rivieres d’Europe} — {Villes d'Europe}.

X = P(N) est 'ensemble des parties de N, Y = Net f: X — Y associe a tout sous-ensemble

. X est I'ensemble des suites de sept chiffres (p. ex. 0098704 en est une), Y est I'ensemble des
téléphones du canton Vaud et f: X — Y est définie par f(z) sonne si je compose le 021 /x sur

mon portable.

définie par x était conduite par f(x) hier a 13h30.
f:7Z — Z est définie par f(z) est le carré de x.
f:Z — Z est définie par x est le carré de f(z).
f: N — Z est définie par x est le carré de f(z).
f: N — N est définie par x est le carré de f(x).
f: R — R est définie par x est le cube de f(z).

Exercice 4

X est 'ensemble des voitures, Y est I’ensemble des habitants de cette planete et f: X — Y est

Représentation schématique d’une fonction. Pour 2.2.3, lorsque ce n’est pas une fonction, indique
quelle partie de la définition n’est pas vérifiée.

2.2.3.

Wolor des schémas représentant des correspaon-
dances. Reconnaltre lesqguelles de celles-ci sont
des fonetions, {Tous les éléments des ensembles
et toutes los fléches sont notés.)

1
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224,

1} Dansg fe diagramme suivant an a dessing
quetques éléments de IN et quelques-
unes des flaches représentant une fonction £

d

Guelleast Mimage par f de 17 de 37 de 47

Mémes questions, si | est représentée par

$
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2.2.6.
Soit les ensembles A, B et ©
A= ; a b, c.d },
B=1{2246810}
C = { m,n,p,q }
et les fonctions {,de A dans B, et q,
de B dans C, données par le diagramme
‘;'Ji'\.r"l[,

225,
1) Soit 'ensemble A,
A = { a,b,c,d, e !
et fa fonction f donnée par
f A — A
ar—= ¢
b+ b
c ™ .8
d v——> @
e » >

Quelest fla) 2 fle) ? f(4) ?

Mémes questions si { est la fonction

2y 1: A -+ A
: S cnrn JU8 ¢
b r—— 3
i > e
) drmanany  f
oo —r
3) f A

Exercice 5

2.2.9

LIUei @S
1) flay? fle)? ql2)? g(10)?

2} fib)? giB)? {{d})? qgl4})? qi8)?
3) alfid) ?

4) gffia)) 2 olfib)l 2 glf(c)) ?

1. Soit £ ={a,b,c} et FF ={g,h} deux ensembles. Trouver toutes les fonctions de F dans F' (en
donnant pour chacune d’elles I'image de chaque élément de I’ensemble de départ).

2. Méme exercice pour £ = {a,b} et F' = {g,h,j}.
3. Méme exercice pour E = {a,b} et F' = {g,h}.

4. Combien existe-t-il de fonctions de E dans F lorsque E = {a,b,c,d,e, f} et F = {g,h}?
Il n’est pas nécessaire de donner la liste de toutes les fonctions, un argument de comptage

(combinatoire) suffit !

5. Méme exercice pour £ = {a,b,c} et F'={g, h,j, k}.

6. Méme exercice pour £ = {a,b} et F' = {g,h,j, k,l,m}.

Exercice 6

Un peu de théorie.

(a) On travaille avec les ensembles A = {a,b,c,d} et B ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Les sous-ensembles
suivants du produit cartésien A x B sont-ils le graphe d’une fonction f: A — B? Sinon, pourquoi?

L. Gf = {(av 2);(67 5);(b72);(d’9)}
2. Gf = {(b’ 6>; (d7 5); (a’ 1>; (ba 9)}
3. Gf = {(b’ 6>;(d7 5);(@,1);(1), 9);<Ca 6)}

(b) Parmi les fonctions suivantes de Z dans Z, lesquelles sont des bijections ? Explique!

4
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1. fa)=a+4 5. f(a) est le reste de la division par 10
2. f(a) =4a _
3. fla) =a? 6. fla) =a”
4. f(a) = —a 7. fla)=|al
Exercice 7

Un probleme géométrique. On considere un rectangle de base x et de hauteur y dont l'aire vaut
10cm?. On fait varier x et on se demande alors comment varie y sachant que ’aire reste inchangée.

1. Dresse un tableau de correspondance entre x et y lorsque x prend les valeurs 0,5 cm, 1 cm, 3
cm, 5 cm, 10 cm.

2. Trouve une formule qui exprime y en fonction de x. Ceci détermine une fonction (pour quelles
valeurs de x cela a-t-il un sens géométrique ?

3. Reporte les points trouvées en (1) dans un systéme d’axes (sur du papier quadrillé) et complete
cette représentation en esquissant proprement et soigneusement le graphe de la fonction (qui
traduit la variation de la hauteur en fonction de la base).

Exercice 8

Déterminer si la fonction est injective, surjective ou bijective.
1. f:{éleves du cours Euler } — N
x — f(x) = age de 'éleve x

. g: {villes} — {pays}
x > g(z) = pays auquel la ville z appartient

[\)

w

. h: {capitales} — {pays}
x — h(x) = pays dont la ville x est la capitale
. 1: {éleves du cours Euler} — {13,14, 15}
x — i(z) = age de I'éleve x
. ASCII: {256 caracteres} — {nombres binaires a 8 chiffres}
x — ASCII(z) = code binaire a 8 chiffres du caractere x

W

ot

=)

. T': {minutes d'un jour} — R
x — T'(z) = température a la minute x

\]

. j: {éleves possédant un natel} — {numéros a 10 chiffres}
x — j(x) = numéro de natel de I'éleve z

8. k:R—R
r—k(z) =22

Exercice 9

Quelques fonctions. Dessine le graphe de chacune des fonctions suivantes. Détermine pour commencer
I'ensemble de définition de chaque fonction Fais bien attention au signe de f(z) (quand la fonction
prend-elle des valeurs positives?). Tu peux t’aider d’'une machine a calculer ou d’'un ordinateur,
de maniere intelligente en vérifiant si la machine donne une réponse compatible avec ’ensemble de
définition !

1. f(x) =Va? 4. k(z) = V16 — 22
2. g(x) =
3. h(zx) =

B 2¢ + 3
31 —6

W x
12 5. l(x)
x
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Exercice 10

=== FA51 Cambriolages )

Lors d’une émission télévisée, un journaliste

montre ce graphique et dit: Année
«Ce graphigue montre qu'il trés f e
grapl lq qu'ily a eu une tres forte Nombre de 515 —|
augmentation du nombre de cambriolages cambriolages
par année Année

entre 1998 et 1999, » 510 — 1998

Consideres-tu que I'affirmation du journaliste est
une interprétation correcte de ce graphique ?
Justifie ta réponse.

Exercice 11

Composition de fonctions I. Considere les paires ou triplets de fonctions suivantes. Commence par
trouver des ensembles maximaux pouvant remplir les rectangles de sorte que les fonctions soient
définies, puis détermine la fonction composée.

Par exemple, on a la fonction f: R — R définie par = — x + 3 et la fonction g: R, — R définie par
x +— +/x. La composition de ces deux fonctions semble étre /2 + 3, mais cette formule a un sens
a condition que x + 3 > 0. Donc pour pouvoir composer ces deux fonctions je dois restreindre les

ensembles de départ et d’arrivée de f et considérer

{zreR|z>-3} LR, &R

La fonction composée est alors bien (g o f)(x) = +/x + 3.

9

S

5)

. =592 Q-
O

s
~ 0 S
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Exercice 12

Graphe de fonction II.
a. Voici des représentations graphiques de “relations”. Lesquelles ne sont pas des fonctions 7 Pourquoi ?

O Y B

=

b. Lorsqu'il s'agit d'une fonetion, détermine chague
fois
1) Mimage de —2;
2) les coordonnées du point d'intersection du gra-
phigue avee 'axe des ordonnées;
3} I'abscisse du (ou des) points dont -1 est I'image;
1) 1a {on les) racine(s) de la fonction.

Lo ]
WA

c. Voiel des équations de graphiques de relations
(dans B )
. 3x—2 .
1} v= 5 3) y? =x 5) 2x 4y =13
2} v =+—x 4) xy =3 6) x4+ 2y =0
_._*fz_i-ul-\“'~ Tl r‘lw-\r;nn raloafi-m 10 i--n-l'\]n.m

e ey
S Repravente graphiquement €es relations Tans un

plan cartésien.
— Cles relations sont-elles des fonctions 7 Justifie !
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Exercice 13

Composition de fonctions II. Trouve deux fonctions A Ly B % C telles que (g o f)(x) s’écrive
comme suit (ni f, ni g ne doivent étre I'identité). Pour ton choix de fonctions f et g, détermine

A, B,C C R maximaux tels que g o f est définie. Si par exemple on doit obtenir la fonction PR
x JE—

1
alors on peut poser f(z) = 22 — 2 et g(z) = —. Pour que g(x) soit bien défini il faut que z soit non
x

nul, si bien que pour composer f et g nous devons avoir 22 — 2 # (. Finalement les choix a faire sont

les suivants
f: R—{-v2,v/2} — R* et g: R* — R

x — 2?2 y !
Yy
a) (z+2)? c) 22 +2 o 1
()(1 ) () 1 ()(IL‘+2)2
(b); (d)x2—+2



