Cours Euler: Série 20

le 3 février 2021

Exercice 1
Un peu de théorie.

(a) Parmi les expressions suivantes, lesquels sont des polynomes ?

4 1 1
=, P+t +a+1, yRat 2" +2, vx
T

(b) Soit K[z1,...,x,] une algebre de polynéme. Nous avons démontré que le polynéme z n’admet pas
d’inverse. Inspire-toi de cette démonstration pour montrer que si f est un polynéme inversible,
alors f doit étre un nombre (un polynome de degré zéro).

(c) Considérons 'algebre de polynome R[z|. Soient a,b, ¢ des nombres réels (et non des indétermi-
nées!). Considérons f, g, h € R|z] les polynomes suivants :

f=ar?+br+c, g=>5x+2 h=92>-5

Pour quels nombres réels a, b, ¢ est-ce que :

a) f=g7
b) f=g+h?
c) f

d) bz +c=h?

(d) Considérons maintenant I’algebre de polynomes Q[z,y]. Soient f,g,h € Q|x,y] les polynomes
suivants, ou a, b, c,d, r, s sont des nombres rationnels :

f=ar* + by’ +coy+de+ry+s, g=9xy— 62> +5, h=—Tx—5y

Pour quels nombres réels a, b, c,d, r, s est-ce que :

a) f=g7

b) f=g+h?

c) f=h7

d) ax® +by* + cay +dr+ry =g7?
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Exercice 2

Réduction de polynomes. Réduis les expressions suivantes :

(1) a(ab) 6) —y-y-(—y) (11) =+ 82

(2) 20y(32y) (7) (=r)(~H)(~4) (12) 4m +3m —2m
(3) —2v-5v (8) (6¢) (13) 8y — 8y

(4) (im - 6mn 9) (2a%)3 (14) 1,52+ 3z + 4,52
(5) 5 20c (10) (4-4)(5-5) (15) 3z +4+2—5
Exercice 3

On travaille avec l'algebre de polynémes R[z,y| et a,b € R (attention : dans cet exercice a et b sont
des nombres réels et non des indéterminées). Réduis et indique leur degré.

(1) y33*4x53a5y4y3 (4) (aé$2)(3a2x)]2
(2) (a®0®)°(50°)7

(3) 3(2%y°)(y°x)y” (5) 3a*(4z)(a’)?
Exercice 4

On travaille dans 'algebre Q|x,y]. Réduis les expressions suivantes en utilisant les identités remar-
quables. Puis ordonne par rapport a I'indéterminée x et indique le degré.

L (z+y)? 4. (x+1)3

2. (2 — 5)? 5. (2r — 3y)?

3. B3—2)-(3+ 1) 6. 4x - (x + 2)?
Exercice 5

Partie I. Dans les calculs ci-dessous on a réduit les polynomes en plusieurs étapes. Indique pour
chaque égalité quelle propriété des anneaux commutatifs a été utilisée (sans oublier quelle opération
elle concerne).

(a) z+ (bx —3) = (r+52) —3=(1+5)x —3 =062 —3

2
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Partie II. Réduis les polynomes suivants en utilisant dans I'ordre indiqué les propriétés d’associativité
(a), de commutativité (c) et de distributivité (d).

L (a,¢): 25+ (=x) - (2yx) - (=3) - [y* - (—2)]

2. (d, ¢, d): —(2z — by + 2) + 5a? — T(x + 2y)
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Exercice 6

Partie I. On travaille avec 'algebre Z[z,y, a,b]. Réduis les polyndomes suivants. Ordonne et indique
le degré. Donne la liste des termes de chaque polynome.

1. 22+ 3y — 5 + 8 — 6y

2. 19 — 222 + 3z — 20 + 222 — 62 + 323
3. y—x—a2*—y*+ 3y — 5 +ay

4. ab+ a* — 2b + 3ba + 4a*b — 2a*

Partie II. On travaille avec 'algebre Z[z, y, z, a, b, ¢|. Réduis les polynémes suivants. Ordonne globa-
lement, puis par rapport a chaque indéterminée séparément. Indique le degré.

2y% + 3x — bx — 8y + Txy — 2%y + 8z - Hy
(3z)? — byx + 62% — (5x) - (3y) + 2y
2a*b — (ab)?® — bab® + 2a? - 3b*

(2%2)(2z) — (32x)? + (627) - 22

ab’c + 4cb?a — (2b) - a - 5c - b + 6a*be — abe

oLl W N =

Exercice 7

Egalité de polynémes. On travaille dans Q[x]. Calcule la valeur des nombres rationnels a, b, ¢, s'ils
existent, tels que
(z—1)(z+a)(z+1)=2+22* + bz +c

Exercice 8

Réduction de mondmes et de polynémes. On travaille dans R|x, y, z]. Ecris le polynéme suivant sous
forme réduite, indique son degré et la partie littérale de chaque terme.

(z + y*2)2yz (20 — 220) + 2(2%y°2° — 2%y2)

Exercice 9

Identités remarquables. On travaille dans 'algebre Z[x,y, z]. Réduis les expressions suivantes en
utilisant la distributivité et les identités remarquables, lorsqu’elles s’appliquent. Puis ordonne dans
I'ordre croissant et indique le degré du polynome.

1. (x+2) - (z+5) 6. (x+vy) (x+y+2)

2. (z+y)-(x—y) 7. (@ +y?) - (x+y) (v —y)
3.2¢-(y—3)- (y+2) 8. —hx - (v —2)% z?

4. =5 (2 + 2 +2) 9. (z+y+2)?

5 2z +1)-(x+5)- (—x—2) 10. (z+y—2)?

Exercice 10

On travaille dans 'algebre de polynome R[z,y, z] et a,b € R. Réduis, ordonne et indique le degré.

1. (> +2x —5) — (3z — 6 + 32?%) 4. 22— (24 = (ya)> + 3 - (2 +9%))
2. (y=5+y°) - (8+y*+y) )
3. — (224 (32)? — 242 + b+ 72) 5. y+2xy— 305z — %) — (x+2.5)
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Exercice 11

2.2.7. Dans N* cherche I'image par la fonction f des nombres 1, 8, 16, 35 et 100 lorsque f est la
fonction qui associe a tout nombre entier

1. le nombre qui le suit dans la suite croissante des nombres entiers,

son triple,

son double diminuée de 1,

le plus grand carré parfait (carré d’'un nombre entier) qui lui est inférieur ou égal,

son ppmc avec 20,

SR A

le nombre de ses chiffres (écrit en base 10),

7. le plus petit multiple de 7 qui lui est supérieur.

Donne tes réponses (sans justification) dans un tableau a double entrée avec 5 lignes pour les 5
nombres proposés et 7 colonnes pour les 7 fonctions données.

2.2.8 Méme probleme pour f(1), f(8), f(20), f(63) et f(100) pour la fonction f qui associe a tout
nombre naturel

1. son carré,

le reste de la division par 7,

le nombre de ses diviseurs,

son pgdc avec 60,

le plus petit nombre premier qui lui est supérieur,

le nombre de ses multiples inférieurs (strictement) a 100,

N e W

le nombre des nombres premiers qui lui sont inférieurs (strictement).



