Cours Euler: Série 16

le 16 janvier 2019

Exercice 1

===( ES45 Calculs d’angles )

Calcule la mesure de chacun des angles de ces triangles, représentés a I'aide de croquis,
et efforce-toi de justifier tes résultats par des écritures mathématiques.
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Exercice 2

Relis attentivement la preuve de la proposition du cours qui affirme qu’une isométrie est une rotation
si et seulement si c’est la composée de deux réflexions d’axes ayant au moins un point en commun.
Souviens-toi que le choix du premier axe de symétrie est libre et profite de choisir au moins I'un des
deux axes de maniere économique !

1. Le point B est I'image de A sous une rotation R de centre O. Construis une paire d’axes a et
b telle que R = S, 0 S,.
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2. Le point B est I'image de A sous une symétrie centrale S. Construis le centre de symétrie et
une paire d’axes a et b telle que S = S, 0 .5,

3. Démontre qu'une symétrie centrale S de centre O est une rotation de centre O (tu dois utiliser
la définition de rotation du cours, pas un théoréme ou une notion intuitive de rotation!). Que
peux-tu dire des axes de deux réflexions S, et S, tels que S = S, 0.5, dans ce cas? Prouve-le.

Exercice 3

—=( ES33 Esquisse et calcule!

Dans un triangle ABC, BAC = 40° et ABC = 76°.

La bissectrice de BAC coupe BC en A'.

La perpendiculaire & AB passant par C coupe AB en H.
AA' et CH se coupent en F.

Calcule et justifie la valeur de AFC.

Exercice 4

Construis I'image du triangle ABC' sous la composée S.o0.S,0.9,. Que constates-tu? On rappelle que
dans cette composition de trois réflexions on effectue d’abord S,, puis 9, et enfin S.. Sachant que
la figure que tu as obtenue est I'image du triangle ABC' sous une réflexion, construis 1'axe de cette
réflexion.
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En fait la composée de trois réflexions d’axes concourants est égale a une réflexion (¢a économise
pas mal de coups de compas de savoir cela!). On va le prouver. Souviens-toi de la proposition du
cours qui dit que la composée de 2 réflexions d’axes concourants en O est une rotation de centre
O. Cette proposition nous indique de plus que le premier axe peut étre choisi librement parmi les
droites passant par O (le deuxieme est alors déterminé). Utilise cela pour la composée S, o S, en
faisant un choix astucieux de premier axe, et le fait que la composée d'une réflexion avec elle-méme
est identité, pour montrer que la composée de trois réflexions d’axes concourants est une réflexion.

Exercice 5

On étudie le type d’isométrie qu’on obtient en composant deux rotations de méme centre. Dans la
figure ci-dessous, on a donné les deux rotations au moyen de leurs axes. R = S, 0.5, et R' = S50 5.
Construis I'image de AABC sous R’ o R. Que constates-tu? Sachant que la figure que tu as obtenue
est 'image du triangle sous une rotation, construis une paire d’axes e et €’ telle que R’ o R soit la
rotation S, o S,.
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On va montrer que la composée R’ o R de deux rotations R et R’ de méme centre O est une rotation
de centre O.

Pour cela, utilise a nouveau le fait que toute rotation peut s’écrire comme la composée de deux
réflexions d’axes concourants (ou égaux) et que le premier ou le deuxieme axe peut-étre choisi arbi-
trairement. Avec un choix judicieux des axes, tu arriveras a la conclusion que R’ o R est la composée
de deux réflexions et donc une rotation. Montre également que c’est une rotation de centre O.

Exercice 6

~
——( ES82 Etque ¢atourne! )

a) Construis précisément la figure donnée par le croquis ci-
contre (les mesures de longueur sont en centimétres).
Commence par placer le point O au centre d’une feuille
blanche.

f; f, fy
R(O; -45°) R(O; -45°) R(O; -45°)

Construis les figures 1, , fy, f,, ...

Que constates-tu?

Exercice 7

Voila une méthode pour obtenir des approximations successives de racines carrées sans utiliser la
touche « racine » de la calculatrice.

En n’utilisant que la touche « au carré » de ta calculatrice, donne des encadrements du nombre v/2
a l'unité, au dixiéme, au centieme, ..., & 107% pres. Cela signifie que tu dois trouver deux nombres

4
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décimaux a 0 (puis 1, 2, 3, ...) décimales qui sont les plus proches de V2, inférieur et supérieur

respectivement. Par exemple, a I'unité I’encadrement est

car 12 = 1 et 22 = 4. On calcule ensuite (1,1)? = 1,21, puis (1,2)? = 1,44, puis (1,3)? = 1,69 et

1<vV2<2

(1,4)> = 1,96 avant de dépasser 2 avec (1,5)> = 2,25. Ainsi 1,4 < v/2 < 1,5.

Donne, en suivant la méme méthode, 'approximation au 10000-ieme de v/3. Pour terminer effectue

le méme travail pour +/9,7344.

Exercice 8

m==e( NO194 Quel échec! )

Une légende prétend que I'inventeur de I'échiquier est Sissa, un sage oriental.
Il'aurait ainsi réussi a distraire un roi qui, voulant le remercier, Iui offrit de choisir

lui-méme une récompense.

— Ll me faudrait un peu de riz.

— Cest parfait Sissa, mais combien en veux-tu donc?

— Voici: vous placerez un grain de riz sur la premiére case d’un
échiquier, puis deux sur la deuxiéme, quatre sur la troisiéme, huit sur
la quatrieme, et ainsi de suite jusqu’a la soixante-quatriéme case, en

~ doublant i chaque fois le nombre de grains.

Le roi fut surpris et amusé par une demande aussi modeste.

A ton avis, cette récompense est-elle si modeste que cela?

Combien de grains le roi a-t-il d( déposer sur la derniére case de I'échiquier?

Exercice 9

Traite chaque ligne pour elle-méme:

n® Question A B C D E
1 Ol;ifﬂi?g;ge I'inverse de % cing de moins que vy la moitié de T? 'opposeé de T le triple de 7
2 | Ces nombres sont-ils 25 ~10 3,01 10-9 108
plus grands que 17 30
2 fois pl etit 16,5 unités de moins | trois fois plus grand
3 Qui suisje? le p?uslgrand. nombre | deux fois plus peti plus grand que —2,03 unites is fois plus g
inférieur a -10 que = que -17,8 que 5
4 Ces nombres sont-ils 2 3 =7
10 - -5 - -1,01
plus grands que -1 ? 10 4
5 Ces nombres sont-ils 2 23 0,123 5 —1,00001
plus petits que -1 7 7 -23 4
6 | Quels sont les nombres -1 0 4 o 2
' o — - 10 2 0
quinevalentniOni1? -1 -1




Cours Euler Série 16 Premieére année

Exercice 10

Adapte la preuve du cours que v/2 est irrationnel pour montrer que /3 n’est pas rationnel. (Attention,
c’est plus compliqué que simplement remplacer les 2 par des 3! En effet, il te faut adapter a cette
situation (et prouver) le lemme qui dit que si n? est pair, alors n est pair.)

Est-ce quil est vrai qu'en général /n est irrationnel pour tout nombre entier naturel n? Si oui,
montre-le. Sinon, donne un contre-exemple. Qu’en est-il lorsque n est un nombre premier 7 Essaie de
justifier.

Attention. Les exercices 11, 12 et 13 ne seront pas corrigés. Ils sont donnés pour vous permettre de
préparer le test, vérifiez vous-mémes la justesse des solutions en vous référant au cours.
Exercice 11

Tiré du test de géométrie en 2013. Sur la figure suivante le point A" est I'image du point A par
une rotation R de centre O.
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(1) Construis I'image A’B’C" du triangle ABC par cette rotation. On ne demande pas de marche-
a-suivre, ni de justification, mais une construction visible a la régle, au compas (et au crayon).

(2) Cette rotation est une composition de deux symétries axiales. Construis sur la figure les axes
a et b de ces symétries axiales de sorte que R = S, o S,. Explique quels axes tu choisis et
pourquoi.

(3) 1l existe une autre isométrie que R qui transforme A en A’ et B en B’. Donne-la comme
composée de symétries axiales.

(4) Vrai ou Faux? La composition de deux symétries axiales est toujours une rotation. Justifie
ta réponse !

Exercice 12

Calcul d’angles. Tiré du test de géométrie en 2018. (25 points) On considere la figure suivante
(qui n’est pas représentée a ’échelle) ou les droites AB et C'D sont paralleles, les angles a indiqués
en A mesurent tous trois 20 degrés et ’angle indiqué en E est droit.

A

7

(1) (15 points) Calcule les angles du triangle ACY Z. Justifie chaque affirmation.

(2) (10 points) On construit maintenant un point X sur la droite AB de sorte que ’angle CDX
mesure 40 degrés. Pourquoi la droite X D est-elle parallele a la droite AC'? Explique précisé-

ment si tu utilises un théoreme ou sa réciproque! Et quelle est la mesure de 'angle CDB?
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Exercice 13

En vrac. Tiré du test de géométrie en 2018. (25 points) Justifie brievement tes réponses. Une
réponse sans justification ne donnera aucun point !
(1) (5 points) O Vrai ou O Faux ? L’inverse d’une isométrie est toujours une isométrie.

(2)
(3)
(4)
()

(

(5 points) [0 Vrai ou 0 Faux ? La composition de deux rotations est toujours une rotation.
(5 points) Construis un hexagone régulier et donne la marche-a-suivre. Justifie!

(5 points) O Vrai ou O Faux ? Les demi-plans et les segments sont des figures convexes.

5) (5 points) Coche les cases de toutes les réponses possibles (et justifie). Une isométrie qui est

obtenue comme composition de sept symétries axiales peut forcément s’écrire comme compo-
sition de LJ 0; J 1; 0 2; 1 3; 1J 4 symétries axiales.



