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Chapitre 9 : Théeoréeme 9.1 (existence)

Introduction a I'analyse numérique
Prof. Marco Picasso
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Nous avons vu qu'il y a des situations ou 1'équation différentielle a une
solution unique pour tout temps t I y a des situations ou il y a plusieurs
solutions et des situations ou, aprés un certain temps, il n'y a plus de
solution. Donc, j'ai a ma disposition un théoreme de l'analyse qui me
permet d'affirmer que sous certaines hypotheses il y a une solution et
une seule. Donc je vous donne ce théoreme sans démonstration : c'est le
théoreme 9.1 du livre. Je vous rappelle que les données du probleme
c'est la condition initiale U 0 et la fonction f qui dépend des variables x
et t X dans R, t positif. Le probléme a résoudre est de trouver la fonction
U qui dépend de t telle que U point de t prime de t égal f de U de t et de
t pour t positif avec comme condition initiale U au temps de zéro égal a
U zéro. Les hypotheses sur la fonction f sont les suivantes : f est
continue et de plus je dois pouvoir exhiber une autre fonction que
j'appelle I qui a t retourne 1 de t t joue le r6le du temps, est dans R + 1 de
t est dans R, tel que si je prends un couple xy quelconque dans R je
prends un temps t positif quelconque je calcule f de xt moins f de yt que
je multiplie par x moins y et bien ceci doit étre plus petit ou égal a cette
fonction I de t fois x moins y au carré.

Notes

Summary

6. Equations et systémes d'équations différentielles (chapitre 9 du livre)
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Donc, je répéte, je dois exhiber, a partir de cette fonction f, un 1
(fonction 1) qui, pour tout xy t satisfait f de xt moins yt fois x moins y
plus petit ou égal a 1 de t fois x moins au carré. Dans ce cas-la, la
conclusion est la suivante : le probleme a résoudre est de trouver U tel
que point égal f 0 égal a zéro et bien ce probleme admet une solution
globale, c'est-a-dire pour tout temps t et unique et une seule. Corolaire
de ce théoreme : on suppose que f de xt est cette fois-ci une fois
continument dérivable et on suppose qu'il existe un K dans R tel que,
pour tout x temps R, pour tout t positif, la dérivée de f par rapport a la
premiére variable des f de x évaluée en xt plus petit ou égal a ce cas.
J'affirme que dans ce cas-la, alors le probléme a résoudre, 1'équation
différentielle admet une solution globale unique. Démonstration de ce
corolaire : je prends xy deux réels quelconques, je prens un t positif
quelconque. Je dois calculer f de xt moins f de yt fois x moins y Je
souhaite démontrer que ceci est plus petit ou égal a un certain 1 de t que
je dois trouver fois y moins y au carré.

Notes

Summary

6.2 Théoreme d'existence

30f6



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_7luwfntc?st=114

3m 50s

CK&P S Theommc N (e,xOerma}

Tom O 1 dommin @ @, €R LG8

—

pbm R T (| h[ w () = 5‘“"-‘"*;“} +70 W) =,
fwﬂp o o) conbirue e 3L Re 2R fy 4xyER Voo @&;)-{@,b))[m,) < 2 (x—y)"

£ — L)

Cowd « [ F‘?m acmet wne dolution ?Umdc. ﬁw.d?.u- .

O

Ce'\ﬁuq _{&Ll—\ Lt FkeR VeR Véy0 %&&lﬂ $ k. Al ﬂe‘alm. admel- e Aolion 3&(«\!& lenciguae.

Pom:  Sob g ER k0 ona (f&lq-g(y,e])(m,\ - %%(S‘H (x-4)*

m u,wh'tru. {eHw 31 L0:k

—_—

wlo) =

£ K(x»ﬂt
)

3

PR TR il N

x

Ex 9.4, El:.f?\'-— Ve lr) Ak :F(x,ﬂ = %% -%E %%&,ﬂ:‘ﬂaf{ : {e.fo[om aghmed 'L?oe%e“‘"

Donc le théoreme des accroissements finis m'assure que f de xt moins f
de yt je peux I'écrire comme df de x alors c'est bien la premiére variable
qui change : xy donc df dx en un point intermédiaire que je note xi & (§
se trouve quelque part entre X et y) on a x y et &, donc f de xt moins f de
yt fois x moins y c'est df d§ fois x moins y ¢a c'est le théoreme des
accroissements finis et j'avais encore un x moins y ici donc pour finir,
j'arrive a un x moins y au carré. Je sais maintenant que I'hypothése est
que df dx est plus petit ou égal a K Donc tout ceci plus petit ou égal a K
fois x moins y carré et j'ai bien trouvé la fonction 1 en question puisqu'il
suffit de poser 1 de t égal K Dans ce cas-la on peut appliquer le théoréme
avec | de t égal a K et le probléme admet une solution globale unique.
Exemple : reprenons les exemples de la page précédente. Il y avait
I'exemple 9.1 qui était le suivant, je vous rappelle : U point de t égal 3 U
de t moins 3 t U de zéro égal alpha o La fonction f de xt dans ce cas-la
est définie par f de xt égal 3 x moins 3 t Je calcule df dx pour un xt
quelconque, j'obtiens 3 Donc, voila le cas en question et je peux
appliquer le corolaire du théoréme : le probléme admet une solution
globale unique.

Notes

Y

Summary

6. Equations et systémes d'équations différentielles (chapitre 9 du livre)
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Dailleurs, je l'ai trouvée, faisant intervenir une exponentielle 3t et une
solution particuliere. Par contre, maintenant, ce qui est intéressant est
que je peux remplacer 3t par, par exemple, exponentielle t? de sorte que
je ne puisse plus trouver la solution explicite de I'équation. f de xt serait
3x (par exemple) plus exponentielle t2 df dx serait toujours égal a 3 donc
je peux toujours appliquer le théoreme et le probleme admet une
solution globale unique que je ne peux pas expliciter. Mais je sais qu'il y
a une solution globale unique. Autre exemple aussi, c'était celui (le
dernier) U point de t égal U de t en cube, avec un signe moins avec une
condition initiale U de zéro égal 1 Vous remarquez que, dans ce
théoreme ou dans le corolaire, la valeur de la condition initiale n'a pas
d'importance. Alors U point de t égal moins U de t au cube donc la
fonction f de xt dans ce cas-la c'est moins x au cube la dérivée de cette
fonction pour un xt quelconque c'est moins 3 x2 qui est négatif et donc je
peux appliquer le corolaire du théoreme avec K égal zéro, le probleme
admet une solution globale unique.

Notes

Summary

6.2 Théoreme d'existence
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Notes

Et je peux, de nouveau, faire la méme remarque : je pourrais rajouter ici
exponentielle t2 Dans ce cas-la je n'ai plus la solution explicite mais je
calcule f de xt, ce serait moins x cube plus exponentielle t2 la dérivée
par rapport a x reste la méme et donc le probléeme admet encore une
solution globale unique méme si je ne suis pas capable de I'expliciter.
Maintenant nous allons résoudre numériquement ces équations
différentielles.

Summary

6. Equations et systémes d'équations différentielles (chapitre 9 du livre) 6 of 6
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