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Je vous propose maintenant quelques essais numériques avec différentes
formules de quadratures. Donc I’intervalle ab, a égale 0,b est égal a 1, et
je considére la fonction f qui est défini par x sinus 2k pi x, avec k égale
10, et je calcule a la main l'intégrale entre a et b de f(x) d x. Apres
l'intégration par partie, je trouve moins 1 sur 2 k pi.

Om O1s

Notes

Summary

3. Intégration numérique (chapitre 3 du livre)
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4 mooe — gnuplot — 88%24

gnuplot>
gnuplot>

Elnt[:ll x#51n (20%pixx)

Voila, on peut tracer cette fonction f, par exemple, en utilisant nu plot.
Donc, la commande ici plot sur l'intervalle 0 1 x sinus 20 pi x. Vous
voyez que cette fonction x sinus 20 pi x a oscillé énormément sur

I'intervalle O 1.

Notes

Summary
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Je vais maintenant écrire un programme qui me permettra de calculer [ h
de f dans les cas suivants. Donc I h de f, qui est l'approximation de
l'intégrale entre a et b de f de x, f de x de x dans les cas suivants, donc je
considere d'abord la formule du trapéze. Donc, j'ai deux points
d'intégration qui sont les points t1 égale moins 1, t2 est égal a 1. Je vais
le faire aussi pour la formule de Gauss a deux points. Donc, toujours M
égale 2 points. Cette fois-ci, les points d'intégration sont moins 1 sur
racine de 3, et t2 égale 1 sur racine de 3. Et finalement, je vais aussi
considérer la formule de Gauss a trois points, que je n'ai pas présenté
pour l'instant, mais la voici. Dong, il y a trois points. Le premier, c'est
moins racine de 3 sur 5, le deuxiéme, t2 est 0, et le troisieme, c'est plus
racine de 3 sur 5. Donc, j'ai un programme qui me permet de calculer
l'erreur, donc intégrale entre a et bf(x) d x, que j'ai déja calculé, -1 sur 2
k pi, et je vais calculer l'erreur, entre la valeur exacte et la valeur
approchée avec la formule n h de f correspondante, en fonction de h.

Notes

Summary

3. Intégration numérique (chapitre 3 du livre)
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8no | MOOC Picasso — pctave-3.2.4 — B0x26.
octave:2> [el,e2,e3]=integration(10)
el = 0.015915
e2 = 0.012104
e3 = 0.0019209
octave:3> [el,e2,e3]=integration(20)
|el = 0.015935
€2 = 5.1073e-04
|e3 = 1.1053e-05

octave:4> JJ
4

U_?

Emeun

_and

function [err_trap, err_gau2, err_gau3l=integration(N);
%

% Etant donne un entier N, on integre numeriquement la fonction f
% definie ci-apres sur l'intervalle [a,b] dont les bornes sont
% definies ci-dessous.

% N
% sorties

: nombre d'intervalles pour la discretisation de [a,b]

% Bornes de l'intervalle
a=0.;

b=1.;

% Fonction f a integrer
% voir fin du fichier

% Valeur exacte de l'integrale de f sur [a,b] = [0,1]
exact = -1./(20#pi);

% Pas d'espace
h = (b-a)/N;

%
% Formules de quadrature
%

% Formule du trapeze

Lhtrap = Lhtrap + h/2%(f(xi)+f(xi+h));
end

% Formule de Gauss a deux points
P SR

Lhgau2 = 0.;

alphal = (1-1/sqrt(3))/2.;
betal = (1+1/sqrt(3))/2.;
for i=0:N-1,
xizasixh;
Lhgau2 = Lhgau2 + h/2*(f(xi+alphalxh)+f(xi+betalsh));
end

Lhgau3= @.;

alpha2 = (1-sqrt(3./5))/2.;
beta2 = (1+sqrt(3./5))/2.;

for i=0:N-1,
xi=a+ixh;

Voila le programme en question. Donc, ce programme prend comme
parametre n le nombre de subdivisions d'intervalles a b, et nous donne
en retour trois erreurs, l'erreur correspondant a la formule du trapeze,
l'erreur correspondant a la formule de Gauss a deux points, et 'erreur
correspondant a la formule de Gauss a trois points. Donc, h, c'est b
moins a sur n, c'est le pas d'espace qui la tend vers zéro, et donc, par
exemple, dans le cas de la formule du trapeze, la fonction [ h de f est
donnée par la formule suivante: Donc, vous voyez, c'est la somme des h
sur 2f en xi plus f en xi plus 1. Donc, si je lance ce programme
maintenant, donc el, e2, e3 égale intégration de 10. Ici, avec n égale 10,
et bien l'erreur correspond a la formule du trapeze 0.016, formule de
Gauss a deux points 0.012, formule de Gauss a trois points 0.019. Alors
maintenant, je refais le méme calcul avec non pas 10 points, mais 20
points, cette fois-ci, 2 fois plus de points, alors vous voyez que l'erreur
de la formule du trapéze n'a pas diminué parce que vous avez vu que la
fonction en sinus oscillait beaucoup.

Lhgau3 = Lhgau3 + h/2x(5/9%f (xi+alpha2xh)+8/9xf(xi+h/2)+5/9%f (xi+beta2«h));

Notes

Summary

3.6 Essais numériques
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err_gau2, err_gaudl=integration(N);

% Etant donne un entier N, on integre numeriquement la fonction f
% definie ci-apres sur l'intervalle [a,b] dont les bornes sont

° azo L)z_ { »;Efx\: ¥ Aln. i&ﬂ.x ‘E: [0 g?&)dx - 2,_L— ] E:::::ii;:i-dessnus.
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% Bornes de 1'intervalle
a=0

: nombre d*intervalles pour la discretisation de [a,bl

b=1.;

(] GM "2_: 'P{-‘) \.r(-_— 2 '(‘l = ‘-[/[}'% ‘{'?'-: {/fg- % Fonction f a integrer

% voir fin du fichier

o o Db s =3 =[Z teo ke e

i = PR N
Qrau-Lit] o ftesct = TS

% Formule du trapeze
%

Emeun

800 . MOOC Ficasso — octave-32.4 — B0X26, 2 i i ==
octave:2> [el,e2,e3]=integration(10)

el = 0.015915 — Lhtrap = 8.;
€2 = 0.012104 il

e3 = 0.0019209 i @
octave:3> [el,e2,e3]=integration(28) wrid Lhtrap = Lhtrap + h/2+(f(xi)+f(xi+h));

|el = 0.015915
€2 = 5.1073e-04 % Formule de Gauss a deux points

|e3 = 1.1053e-05 3 et
octave:4> [el,e2,e3]=integration(48)

{el = 0.0034155 3 Ligak2 = 8§

€2 = 2.4309e-05 alphal = (1-1/sqrt(3))/2.;

e3 = 1.2926e-07 ) ) betal = (1+1/5qrt(3))/2.;

octave:5> [el,e2,e3]=integration(8@)

el = B8.2666e-04 for i=0:N-1,

e2 = 1.4297e-06 xiza+ixh;

e3 = 1.8925e-091 Lhgau2 = Lhgau2 + h/2*(f(xi+alphalxh)+f(xi+betalxh));
octave:6> | end

Lhgau3= 0.;

alpha2 = (1-sqrt(3./5))/2.;
| ] beta2 = (1+sqrt(3./5))/2.;

for i=0:N-1,
xi=atixh;

w Lhgau3 = Lhgau3 + h/2x(5/9%f (xi+alpha2xh)+8/%xf(xi+h/2)+5/9%f (xi+beta2«h));
P S M — -

Notes
Il faut un certain nombre de points pour que l'approximation soit

correcte. Par contre, vous voyez ici que l'erreur qui correspond a la
formule de... de Gauss a deux points a bien diminué et encore plus pour
la formule de Gauss a trois points, donc je continue. Ici, je mets n égale
40, et cette fois-ci, vous observez que les trois erreurs diminuent, donc
je continue encore. Donc, vous voyez l'erreur 10 moins 4, 10 moins 6,
10 moins 9 pour l'erreur de Gauss a trois points, et maintenant la
question, c'est de savoir: Est-ce qu'elle diminue avec la bonne vitesse?
Est-ce que cette vitesse correspond a la vitesse théorique qui a été
annoncé dans le théoréme du cours?

Summary

3. Intégration numérique (chapitre 3 du livre) 6 of 7
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octave:2> [el,e2,e3]=integration(10)
el = 0.015915

e2 = 0.012104

e3 = 0.0019209

octave:3> [el,e2,e3]=integration(20)
el = 0.015915

e2 = 5.1073e-04

e3 = 1.1053e-05

octave:4> [el,e2,e3]=integration(48)
el = 0.0034155

eZ = 2.4309e-05

e3 = 1.2926e-07

octave:5> [el,e2,e3]=integration(8@)
el = 8.2666e-04

e2 = 1.4297e-06

e3 = 1.8925e-09

octave:6>

01

01

0001

00001

le-05

le-10

0001

oot

m integrationm

function lerr_trap, err_gau2, err_gau3l=integration(N);
%

% Etant donne un entier N, on integre numeriquement la fonction f
% definie ci-apres sur l'intervalle [a,b] dont les bornes sont
% definies ci-dessous.

%

% parametres

% N : nombre d'intervalles pour la discretisation de [a,b]
% sorties

% Bornes de l'intervalle

a=0.;

b=1.;

% Fonction f a integrer
% voir fin du fichier

% Valeur exacte de l'integrale de f sur [a,b] = [8,1]
exact = -1./(20#pi);

% Pas d'espace
h = (b-a)/N;

%
% Formules de quadrature
%

% Formule du trapeze

Lhtrap = 8.;
for i=0:N-1,

xi=a+ish;

Lhtrap = Lhtrap + h/2(f(xi)+f(xi+h));

% Formule de Gauss a deux points
s B

Lhgauz = 0.;

alphal = (1-1/sqrt(3))/2.;
betal = (1+1/sqrt(3))/2.;

for i=0:N-1,

xiza+ixh;
Lhgau2 = Lhgau2 + h/2%(f(xi+alphalxh)+f(xi+betal+h));

Lhgau3= 0.;

alpha2 = (1-sqrt(3./5))/2.;
beta2 = (l+sqrt(3./5))/2.;

for i=0:N-1,

xi=atixh;
Lhgau3 = Lhgau3 + h/2x(5/9%f (xi+alpha2xh)+8/%xf(xi+h/2)+5/9*f (xi+beta2«h));

Donc, sur ce dessin, nous avons tracé l'erreur en fonction, donc 1'erreur
en y, en fonction de h en x, en échelle log-log, et donc on observe que
les points sont situés sur des droites qui ont des pentes différentes. La
formule du trapéze nous donne une droite de pente 2, ce qui indique que
l'erreur est en haut de h2 La formule de Gauss a deux points sur une
droite de pente 4, ce qui indique que l'erreur est en haut de h4, et la
formule de Gauss a trois points sur une droite de pente 6, ce qui indique
que l'erreur est en haut de h6. Nous retrouvons ainsi les résultats
théoriques qui ont été énoncés dans le cours.

Notes

Summary

3.6 Essais numériques
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