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Dérivées numeriques d'ordre 1- Formule de différences
finies progressive (1)

Introduction a I'analyse numérique
Prof. Marco Picasso
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The 2.2

I s'agit maintenant de préciser les choses du point de vue
mathématique. Je veux donc montrer que l'erreur entre la dérivée f'(x0)
et son approximation par une formule de différence finie progressive est
d'ordre 1 en h. Soit f une fonction de R dans R 2 fois continiment
dérivable, soit x0 dans R, donné, et soit h positif, donné. Le
développement de Taylor m'assure que 1'égalité suivante est vraie. Donc
fen x0 + h est égal a f en x0 plus h f' en x0 plus l'incrément au carré, h?
divisé par 2 factoriel, c'est-a-dire 2 fois " en un point &, & est un point
intermédiaire entre x0 et x0 + h. Donc, de cette égalité, je peux
facilement déduire que f'(x0) moins f(x0 + h) moins f(x0), sur h, qui est
justement l'approximation par la formule de différence finie progressive;
ceci est égal a h/2 fois la valeur absolue de " en {&. Donc maintenant, je
vais énoncer un théoréeme mathématique, c'est le théoreme 2.2 du livre.
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2. Dérivation numérique (chapitre 2 du livre)
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Notes
Donc je prétends l'affirmation suivante, que l'affirmation suivante est
vraie : pour toute fonction f 2 fois continliment dérivable, pour tout x0
dans R, il existe C positif tel que pour tout h positif mais plus petit ou
égal a 1, on a l'erreur, c'est-a-dire f'(x0) moins son approximation par la
formule de différence finie progressive, f(x0 + h) - f(x0) divisé par h,
cette quantité-la est plus petite que C fois h. Une remarque, d'apres
I'énoncé du théoreme, vous voyez ici que pour tout f, pour tout x0, il
existe C, a priori, C dépend de ce qu'il y a avant, c'est-a-dire de f et de
x0, mais C ne dépend pas de ce qu'il y a apres dans la phrase, c'est-a-
dire de h. Donc C peut éventuellement dépendre de f et X0 mais pas de
h. Et l'interprétation numérique que nous allons voir ensuite est la
suivante : On choisit une fonction f, on choisit un point x0 et on observe
l'erreur, donc cette quantité-la, 1'erreur, en faisant varier h, lorsque h
varie. Donc l'erreur, je prétends que l'erreur est divisée par 2 chaque fois
que h est divisé par 2.

Summary

1m 42s

2.2 Différences finies progressive 30of5



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_xm015bdf?st=102

TVoiste Num. d'odre 1. FOF progissive

'Geo) - *F(T_“v*“ ~ {0 ( =0(R)?
H { J
Sot f:RaR B2 pait xo€R, it £50 Do Taufor £ h)=foe)4R £66) ¢ £545)
[ 4~ L At i
I 2

AR {“i:‘l__ﬂﬁg‘ﬂl <k

T 220 YHEE? Y bR FCo0 Yol < ona
Rom: Cf dip dd 1, moinde R

= i 0 I T - =

CL-D'-&_O\_EJ_ Caou& '£;Ko d oneun at d;.mw F&:LZD &o-?ua -Pou q)w.. ﬂ-ﬂfd‘dw.m lm;{'l.

o

ot

%, €3 $xa4

5

FD;_M}'- (9’\, m&-\')mj‘ I,Lu cuwd\n. C—_.?{ l_—?”{ﬂ] weawn (an 3 d;.r/vd dcﬁ

Ou alors, l'erreur est divisée par 10 chaque fois que h est divisé par 10.
Reste maintenant a démontrer ce théoréme, donc " démonstration : ". La
tentation, c'est de choisir C comme étant 1/2 de f"' avec &, mais on ne
peut pas, pourquoi ? On ne peut pas, attention, on ne peut pas choisir C
= 1/2 (&), pourquoi ? Tout simplement parce que ¢ dépend de h, & est
compris entre x0 et X0 +h. Donc, car  dépend de h. Par contre, ce que je
peux tres bien faire, c'est majorer la dérivée seconde en un point & par
quelque chose qui ne va plus dépendre de h. Je m'explique. Donc voila
le point x0, ici vous avez x0 + h, & se trouve quelque part entre x0 et x0
+ h. Mais maintenant, je vais utiliser I'hypothese qui est que h plus petit
ou égal a 1, et donc, x0 + h est plus petit que x0 + 1. Donc maintenant,
je vais majorer la dérivée seconde en & par le maximum des dérivées

3m 31s

secondes sur l'intervalle x0, x0 + 1.

t +
%o ’Q”t xed

Notes

Summary

2. Dérivation numérique (chapitre 2 du livre)

40of 5



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_xm015bdf?st=211

ot

TVoiste Num. d'odre 1. FOF progissive
\ﬁpf&o\ T \{_7&,%\ _?(,,,\ ( —0(R)?

Salt {:RR Ezmk %ofR, 4cit £50 Do Taufor : flc k)= )R £166) EL—TP"(@ %, & 8§ $xik
’ 1 - Ml 2 o)

g B[ cor.

Thm 1 \f{ 2 Yy ER JC0 Yoll €A ona
Rom. qﬂ‘; ded s, mainde R
Tdmgty g T *MM Roque foi g & et A 2

o

i

Dow b ae puk o chodta H’"('])l twoih Con § dpord de R
\.¥'&\ 46(61'&] f&o‘l l 4 ,K &“ZM H?”é‘)] |
X £x4d

Notes

Et donc, je prétends que f(x0) moins l'approximation par la formule de
différence finie progressive, f(x0 + h) - f(x0) divisé par h, donc cette
fois-ci, je majore la dérivée seconde en & par le maximum des dérivées
secondes sur l'intervalle x0, x0 + 1, donc plus petit ou égal a h/2 fois le
maximum des dérivées secondes, f"'(x), pour tous les x compris entre x0
et x0 + 1. Et voila la constante, le C, c'est un demi du maximum sur
l'intervalle x0, x0 +1 des dérivées secondes. Et ce C dépend de f, la
dérivée seconde de f, dépend de x0 parce que je dois prendre le x0 sur
cet intervalle, mais ne dépend plus de h, j'ai donc démontré le théoreme.
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