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Maintenant que nous avons établi l'équation différentielle régissant le
mouvement d'une barre qui tombe, et que nous avons été capables de la
résoudre numériquement, nous allons utiliser cette connaissance pour
analyser précisément le mouvement du centre de masse, et le
mouvement de l'extrémité de la barre. Nous allons voir un résultat
surprenant. L'extrémité de la barre tombe avec une accélération verticale
supérieure à l'accélération de la pesanteur.
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Nous sommes dans le chapitre XI, Applications du solide indéformable,
et nous allons continuer à voir la chute d'une barre et pendule physique.
Cette fois en nous concentrant sur la chute d'une barre.
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Le but maintenant va être d'analyser le vecteur accélération d'un point
de la barre. Nous allons voir pourquoi. Reprenons la paramétrisation du
problème. Nous avons une barre, de longueur l, Fixé par un pivot à un
point O. Lâchée depuis un angle initial thêta zéro. Nous allons observer
la chute de cette barre jusqu'à l'horizontale. En prenant un axe Ox vers
le bas, Oy horizontal. Nous avions l'angle phi des coordonnées
cylindriques. Et l'angle thêta qui nous avait permis la paramétrisation du
problème. Appelons A l'extrémité de la barre, G, le centre de masse, et P,
un point quelconque de la barre. Le problème est le suivant on lâche la
barre à thêta de zéro égal thêta zéro, et thêta point de zéro égal zéro.
Donc depuis, un angle thêta zéro sans vitesse initiale. Puisque la barre
est fixée à un pivot et que c'est un solide. Chaque point de la barre décrit
un mouvement circulaire, mais ça n'est pas un mouvement circulaire
uniforme. Au début, elle est sans vitesse. Elle accélère progressivement,
donc sa vitesse angulaire change. Le but maintenant va être d'analyser
l'accélération de P. Dans la vidéo précédente, nous avons obtenu deux
équations différentielles, une sur thêta et une sur phi.
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Nous allons utiliser l'équation différentielle sur thêta. Je la rappelle ici,
c'était thêta deux points, -3 demi de g sur l sinus thêta égale zéro. Par
ailleurs, je rappelle le lien entre phi et thêta. Phi est égal à pi moins téta
donc phi point serait égal à moins thêta points, et phi deux points serait
égal à moins thêta deux points. Une expérience d'auditoire nous montre
que si on lâche la barre sans vitesse initiale et qu'elle tombe, il arrivera
un moment où l'extrémité de la barre aura une accélération projetée sur
la verticale supérieure à l'accélération de la pesanteur. Cela peut paraître
surprenant. Le but va être donc d'analyser l'accélération de l'extrémité
de la barre, ainsi que l'accélération du centre de masse, dans le
référentiel du laboratoire. Nous allons pour cela nous placer en
coordonnées cylindriques, en utilisant le paramètre phi et les vecteurs de
base euro et e-phi. P est à une distance D du centre O puisque P décrit
un mouvement circulaire non uniforme, l'accélération de P sera donnée
par l'expression de l'accélération en coordonnées polaires ou
cylindriques. Ici, la coordonnée z reste zéro. Et cette accélération est
moins e-phi point carré euros plus rhô phi deux points e-phi.
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Puisque P reste à la distance d de o. Ro ou d. Par ailleurs, nous avons
phi point égal moins thêta points. Cela nous permet de réécrire
l'accélération de p. Comme étant moins d thêta point au carré euro,
moins d thêta deux points e-phi. Nous avons vu dans la vidéo
précédente, qu'il est possible de calculer thêta en fonction du temps et
thêta point en fonction du temps. La position angulaire, et la vitesse
angulaire. Ici, nous avons une accélération exprimée en fonction de
thêta point, et thêta deux points. Mais plutôt que de recalculer
l'accélération, nous allons utiliser l'équation différentielle. Thêta deux
points est égale à trois demi de g sur l sinus thêta. Nous avons donc
l'expression de l'accélération de P, en coordonnées polaires ou
cylindriques, à l'aide de la vitesse angulaire et de la position angulaire.
Ces deux grandeurs ont été obtenues numériquement en fonction du
temps, grâce à l'algorithme de Runge-Kutta. Nous pouvons donc
calculer pour un tableau de valeurs temporelles, l'accélération de P en
fonction du temps qui sera égal à moins d thêta point de T au carré euro,
moins d multiplié par trois-demi de g sur l, sinus de thêta de T e-phi.

Notes

Summary

4m
 2

0s

chute d'une barre, partie 2 7 of 25

6

https://mediaspace.epfl.ch/media/chute+d%27une+barre%2C+partie+2/0_44rcje3u/28979?st=260


Nous allons maintenant faire la chose suivante. Nous allons choisir un
angle de départ thêta zéro. Nous allons calculer, thêta de T et thêta point
de T. Nous allons choisir un intervalle de temps delta T. Et à cet
intervalle régulier, nous allons nous demander où se trouve le point P. Si
delta T est un intervalle régulier, puisque thêta point de T, la vitesse
angulaire augmente. Nous allons retrouver au début les points P
relativement rapprochés, et nous allons voir qu'au fur et à mesure de la
chute, la distance angulaire entre les points P augmente. Pour chaque
position de ce point p, a chaque fois séparé par le même delta T. Pour
chacune de ces positions de P, nous allons calculer l'accélération
vectorielle ap. Cela signifie que nous devons calculer les composantes.
Sur Euro et sur ephi.
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La composante sur euro était moins d thêta points de T au carré. Et la
composante sur ephi, moins d multiplié par trois-demi de g sur l sinus
thêta. Puisque nous avons thêta et thêta point, il n'y aura pas de
problème pour calculer ces composantes. Muni de ces composantes, il
sera donc possible à chaque position de P, de tracer le vecteur
accélération en utilisant d'une part la composante sur euro, et d'autre
part la composante sur ephi. On remarque au passage, que ces deux
composantes sont négatives. Thêta point carré positif, avec le moins d,
ça sera négatif. Je suis pour un thêta entre zéro et pi sur deux, sinus thêta
sera positif donc cette composante sera négative. J'aurais donc une
composante négative sur euro, et négative sur ephi. C'est logique,
l'accélération pointera toujours quelque part vers l'intérieur du cercle. À
T égale zéro, au moment où nous lâchons la barre, thêta point vaut zéro.
La composante sur euro est nulle, je n'ai qu'une composante sur ephi. Je
n'ai donc qu'une accélération tangentielle. En revanche, une fois que la
barre a acquis une certaine vitesse angulaire, thêta point sera non-nul.
Cela donnera une composante sur euro, et je m'attends donc à avoir une
accélération qui pointe un petit peu vers l'intérieur du cercle. Allons
donc voir le calcul.
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Nous reprenons le notebook que nous avions la dernière fois, dans
lequel nous avons ici l'angle, donc la position angulaire en fonction du
temps. Dans le cas présent, sur un intervalle de temps de dix secondes et
un angle de départ de un degré.

Notes

Summary

9m
 3

0s

chute d'une barre, partie 2 10 of 25

9

https://mediaspace.epfl.ch/media/chute+d%27une+barre%2C+partie+2/0_44rcje3u/28979?st=570


Dans ce cas-là, il a fallu un petit peu moins de deux secondes, et plus
qu'une seconde, pour que la barre arrive à pi sur deux. Donc 90 degrés,
la ligne rouge.
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Regardons ce qui se passe si nous nous contentons d'un intervalle de
deux secondes.
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Sur cet intervalle de deux secondes, on voit qu'au début l'angle varie très
peu. Puis de plus en plus vite, et la barre s'arrêtera bien entendu à 90
degrés, même si la simulation continue.
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Si je lâche la barre d'un angle de 45 degrés.
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Nous voyons qu'elle atteint le bas beaucoup plus tôt. D'une manière
générale, si je prends un intervalle de 0,1 secondes entre deux points P,
j'aurai donc trois points lorsque je partirai d'un angle de 45 degrés, et si
je pars d'un angle de deux degrés, j'aurai un petit peu plus de dix points.
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Cela ferait une bonne représentation.
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Je commence donc à partir d'un angle de deux degrés et je représente la
position initiale de la barre, le cercle décrit par l'extrémité de la barre, et
le vecteur accélération à différents points repérés, sur la trajectoire de
l'extrémité de la barre. On voit qu'au début les points sont rapprochés,
puis au fur et à mesure que la barre tombe, la vitesse angulaire
augmente. Donc les points sont de plus en plus séparés.
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Nous pouvons faire le même calcul pour un angle de départ de 45
degrés, et nous voyons effectivement la présence de trois points en plus
du point de départ. Le vecteur accélération est tangent à la trajectoire au
point de départ, et ensuite, pointe vers l'intérieur de la trajectoire.
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Nous avons donc ici les deux cas. Le départ à deux degrés, et le départ à
45 degrés. Ces segments sont en fait des vecteurs qui représentent le
vecteur accélération dans le cas représenté ici de l'extrémité de la barre,
donc A. Et ce qui m'intéresse, c'est de comprendre pourquoi l'extrémité
de la barre A peut sembler tomber plus vite qu'un objet lâché dans le
champ de pesanteur. Or, un objet lâché dans le champ de pesanteur a
une accélération g verticale. Je vais donc m'intéresser à la composante
de l'accélération du point A de la barre, sur l'axe vertical. C'est un petit
peu complexe car la composante sur euro et la composante sur ephi vont
participer à cette accélération verticale. Ce qui va nous intéresser est
donc la projection sur l'axe vertical que nous avions appelé ex, de
l'accélération de la barre. Cette projection ici. J'ai donc l'accélération
générique du point P avec ses deux composantes, l'axe vertical qui était
porté par le vecteur de base ex. Nous avions horizontalement le vecteur
de base ey. Je cherche au final la projection du vecteur AP sur l'axe Ox.
C'est donné par le produit scalaire ap. Produit scalaire ex.
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Nous allons donc calculer le produit scalaire ap produit scalaire ex. Je
réécris ap. C'est moins d thêta point carré euro, moins d trois-demi de g
sur l sinus thêta e phi. Produit scalaire ex. Je développe. J'ai donc moins
d thêta point carré, euro produits scalaires ex, moins un préfacteur ephi
produits scalaires ex. Je dois donc calculer euro produit scalaire ex et
phi produit scalaire ex. Le plus simple sera d'exprimer euro et ephi avec
les vecteurs de base ex et ey. Donc euro produit scalaire ex, qui est
cosinus phi ex, plus sinus phi ey produit scalaire ex. Et ephi produit
scalaire ex sera égal à moins sinus phi ex plus cosinus phi ey produit
scalaire ex. Nous avions trouvé ces expressions de euros et ephi avec les
vecteurs de base ex et ey dans le chapitre sur les coordonnées polaires.
Lorsque je fais le produit scalaire ey scalaire ex, cela nous donnera zéro.
Donc ses deux termes disparaîtront. ex produit scalaire ex donne un. Le
produit scalaire de euros avec ex, prend la composante sur ex du vecteur
euro. C'est donc, cosinus phi pour euro scalaires ex et moins sinus phi
pour ephi scalaire ex. Nous savons par ailleurs que phi est égale à pi
moins thêta.
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J'ai donc cosinus de pi moins thêta et sinus de pi moins thêta. Si je fais
un petit cercle trigonométrique, que je place l'angle thêta l'angle pi
moins thêta, Je vois que le cosinus de Pi moins téta est égale à moins
cosinus thêta. Par ailleurs, le sinus de pi moins thêta est égal au sinus de
thêta. Il y a moins que j'ai déjà devant, j'ai oublié de le remettre, sinus
thêta. J'ai donc euros scalaires ex qui vaut moins cosinus thêta, ephi
scalaire ex qui vaut moins sinus thêta. Je peux donc remplacer euro
scalaire ex par moins cos thêta, ephi scalaires ex par moins sin thêta.
Allons-y. J'obtiens ap produit scalaire ex qui vaut moins d thêta point
carré, moins d cos thêta moins d trois-demi g sur l sinus thêta multiplié
par moins sinus thêta. Moins par moins nous donnera plus moins par
moins nous donnera plus. J'obtiens donc d thêta point carré, cosinus,
thêta, plus d trois-demi de g sur l sinus carrés thêta. Nous allons nous
intéresser à deux points particuliers. Lors de la chute de la barre. Je vais
d'une part prendre le point à l'extrémité de la barre. Il est caractérisé par
la distance d qui vaut la longueur de la barre, et le centre de masse g qui
est caractérisé par une distance d qui vaut L sur deux.
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Je peux donc calculer l'accélération de l'extrémité de la barre a projeté
sur le vecteur ex en remplaçant d par l et j'obtiens l thêta point carré
cosinus thêta plus fois trois-demi de g sur l. Les l vont se simplifier,
donc tout simplement trois-demi de g sinus carré thêta. Et lorsque je
calculerait l'accélération du centre de masse projetée sur ex, je
remplacerais d qui valait l, sept fois par l sur deux. Comme c'est
proportionnel à d, avec un d en produit devant chacun des termes, je
vais retrouver la moitié de l'accélération de l'extrémité de la barre. C'est
donc a produit scalaire ex divisé par deux, soit L sur deux thêta point
carré cosinus thêta. Plus trois quarts de g sinus carré thêta. Nous avons
précédemment calculé thêta et thêta point en fonction du temps. Nous
avions un tableau pour les différents intervalles de temps, qui nous
permettait de connaître thêta et thêta point. Nous pouvons donc rajouter
dans notre tableau, l'accélération de l'extrémité de la barre, et
l'accélération du centre de masse. Puisque nous avons un tableau qui
nous donne la correspondance entre T, thêta, et la projection de
l'accélération sur le vecteur ex, nous pouvons tracer la fonction
projection de A. En fonction de thêta.
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Nous voyons donc sur ce graphe en fonction de l'angle thêta qui va de
l'angle de départ choisi ici de 45 degrés jusqu'à l'angle d'arrivée de 90
degrés, l'accélération A de a sur ex pour le bout de la barre, et
l'accélération ag produit scalaire ex pour le centre de masse.
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Nous remarquons ici qu'elle est juste inférieure à quatre, juste inférieure
à huit. Donc l'accélération du centre de masse est bien la moitié de
l'accélération de l'extrémité projetée sur l'axe vertical. Mais ce qui est
plus intéressant, c'est que si je reprends mon axe vertical avec ma barre,
en tous points, l'accélération de la pesanteur et g projetés sur x, g
scalaire ex sera toujours égal à dix mètres seconde -2. Je retrouve dix
mètres seconde -2 sur mon dessin. C'est cette ligne. On voit donc que
l'accélération verticale du centre de masse reste toujours inférieure à
l'accélération de la pesanteur. Par contre, dès un angle d'à peu près 50
degrés, l'accélération de l'extrémité de la barre devient supérieure à
l'accélération de la pesanteur.
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Voilà, nous avons été capables d'analyser en détail le mouvement de
cette barre. Le fait que l'extrémité de la barre tombe avec une
accélération verticale supérieure à l'accélération de la pesanteur peut
sembler surprenant, mais en fait, cela n'est possible que parce que la
barre est d'une part fixée à un pivot, et de plus, c'est un solide rigide
donc chaque partie de la barre participe à l'entraînement de la partie
suivante, en exerçant des forces internes qui permettent cette
accélération supérieure à l'accélération de la pesanteur.
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