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Vecteurs

Prof. Cécile Hébert

Physique générale : mécanique
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matigues Video introduction

Bonjour a tous. En physique, pour analyser les problémes, nous avons
besoin d'un certain nombre d'outils mathématiques. Dans cette vidéo,

nous allons voir 'outil « vecteur ».
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Physique générale : mécanique

Ce chapitre « Rappels mathématiques » est divisé en quatre parties.

Nous commencons par les « Vecteurs ».
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Un vecteur est caractérisé par sa norme, sa direction et son sens.

Un vecteur servira donc a représenter une grandeur pour laquelle, en plus de la
"valeur", il est important de savoir le sens et la direction.

Typiquement, ce sont les déplacements, les vitesses, les accélérations et les
forces.

Physique générale : mécanique

Notes
Un vecteur est caractérisé par sa norme, qui est sa longueur, la direction,

qui est la droite qui le porte, et le sens qui dit dans quel sens il se
déplace sur cette droite. Un vecteur servira donc a représenter une
grandeur pour laquelle, en plus de la valeur, il est important de savoir le
sens et la direction. Typiquement, dans notre cours, ce seront les
déplacements, les vitesses, les accélérations et les forces.
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Entre un point A et un point B, je peux représenter le vecteur AB. Avec
un troisieme point C dans mon plan, j'ai le vecteur BC. La somme AB +
BC est égale au vecteur AC. Souvent, les vecteurs seront représentés par
une simple lettre. Par exemple : « u », « v » et « w ». De la méme facon,
j'écrirai « u+ v=w ». L'objet vecteur est indépendant du point ou il
s'attache. Je représente ici un vecteur « ul »; le vecteur « u2 » avec
méme norme, méme sens et méme direction est égale a « ul ». Dongc, si
j'ai un vecteur « u » et un vecteur « v » représentés ailleurs dans
l'espace, lorsque je veux faire la somme u+v, je vais déplacer le vecteur
« v » pour I'amener a la fin du vecteur « u » et obtenir la somme des
deux en partant du début de « u » pour arriver a la fin de « v ».
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Exemple de bilan des forces 2—_ _f:

A AN A A AT

Physique générale : mécanique

—

Un exemple typique est ce que nous faisons pour le bilan des forces.
Prenons un objet suspendu au plafond par deux ficelles, et soumis a son
poids. Notre objet est soumis a trois forces : le poids, la tension dans
chacune des deux ficelles. Je peux appeler le poids « mg », et les
tensions T1 et T2. L'objet est immobile. Je sais donc que la somme des
forces « T1+T2+mg » va valoir 0. Je mets une fleche sur mon 0 puisque
c'est le vecteur nul. Si l'objet vecteur peut étre représenté a différents
points de l'espace, et rester le méme vecteur, s'il a la méme norme, la
méme direction et le méme sens, a partir du moment ou je représente
une force, il y a encore une caractéristique supplémentaire qui est
importante, c'est le point d'application. Cela sera valable pour la
mécanique du solide. La tension s'applique ici, au point de contact avec
les cordes. Le poids s'applique au centre de masse de l'objet. Je dois
donc faire attention a bien représenter mes vecteurs, partant du point
d'application. Mais comment faire leur somme ? Je vais appliquer ce
que j'ai dit tout a I'heure. Je vais, par la pensée, reprendre ici le vecteur
T2, le mettre a la fin de T1, et obtenir la somme T1+T2.
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Exemple de bilan des forces 2:

Physique générale : mécanique

Comme je sais que « T1+T2+mg » doit valoir 0, lorsque je fais T1+T2,
si je rajoute encore « mg », je dois revenir au point de départ de T1.
Cela me permet de connaitre la norme du vecteur « mg ». C'est cette
norme que je vais reporter sur le dessin, partant du centre de masse.
Voila, ceci nous a permis de dessiner les vecteurs T1, T2 et « mg » avec
une échelle correcte. Typiquement, sur un exercice de ce type, vous
connaitrez le poids puisque vous connaissez la masse de la pancarte,
vous connaissez l'angle que font les attaches avec la verticale. Ce que
vous cherchez, c'est la norme de T1 et de T2. La démarche sera d'écrire
cette égalité vectorielle a l'aide d'un repere sur lequel nous allons
décomposer les vecteurs en composantes. D'un point de vue intuitif, on
comprend que mg va permettre de déterminer la composante de la
somme T2+T1, projetée sur la verticale, puisque c'est ces deux éléments
qui doivent avoir la méme grandeur. Une fois que je connais la
projection de T1 sur la verticale, puisque je sais I'angle que fait la corde,
je connais aussi la projection de T1 sur I'horizontale. La connaissance de
mg me permet d'avoir les composantes verticales de T1 et T2. L'angle
de la corde me permettra d'avoir la composante horizontale. Afin de
faire ces calculs de maniére pratique, nous aurons besoin de quelques
outils.
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Vecteurs : en coordonnées cartésiennes

Afin de manipuler les vecteurs dans I'espace (a 3 dimensions), il est commode de
les décomposer selon leurs composantes cartésiennes.

On fait partir le vecteur de l'origine du repére, les composantes du vecteur sont
alors les coordonnées cartésiennes de son extrémité :

Al A jiny
/ — VA et
i e icid = OA
0 :’,_ Ja ’ il a comme composantes ay, ay, a;
dx en ‘b 4

Physique générale : mécanique

Notes
Afin de manipuler les vecteurs dans l'espace, nous devrons les

décomposer en coordonnées cartésiennes. On utilise pour cela les
composantes cartésiennes des vecteurs. Imaginons que j'ai un vecteur a,
je le fais partir de 1'origine du repeére, et a son extrémité, je place le point
grand A. Les composantes du vecteur sont alors les coordonnées
cartésiennes de son extrémité grand A. Comme grand A a comme
coordonnées : « ax, ay, az », les composantes du vecteur a sont donc : «
ax, ay, az ». Si mon repere de coordonnées cartésiennes « 0, X, y, Z » a
comme vecteur de base : « eX, ey, ez », je peux utiliser ces vecteurs de
base pour écrire le vecteur « a ».
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Le vecteur a peut s’écrire grace aux composantes et aux vecteurs de base du
repere

_a‘ — ax_éx + ay_éy + az_éz

On pourra noter verticalement les composantes du vecteur 3@

RE G LG dire

Physique générale : mécanique

N.B. : dans certains livres, le vecteur & est noté a

Notes
Ce vecteur a s'écrit alors : « a=ax, vecteur ex+ ay, vecteur ey+az,

vecteur ez ». Si « ex », « ey », « ez » sont fixes dans l'espace, je peux
noter verticalement les composantes du vecteur « a ». Notons que
certains livres ou polycopies, le vecteur « a » est noté avec un « a » en
gras pour des raisons typographiques datant d'un temps ou il était
difficile de mettre une fléche en typographie.
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La somme de deux vecteurs se calcule par la somme de ses composantes

aX I, bX i aX + bX
dla, +b|b, =a+b|a+by
a, b, a, + b,

des points B et A.

Physique générale : mécanique

XA XB XB — XA
Alya ; B|ys — AB| ys—ya
ZA V4] 28— Z

Si j'ai deux vecteurs « a » et « b » de composantes : ax, ay, az, bx, by,
bz, leur somme a+b est tout simplement la somme des composantes.
Lorsque j'ai un vecteur AB et que je connais les coordonnées des points
B et A, j'obtiens les composantes du vecteur AB, en soustrayant les
coordonnées de B, moins les coordonnées de A.

Les composantes du vecteur A_é s’obtiennent par la soustraction des coordonnées

Notes

Summary
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En physique, tout bouge... nos vecteurs sont des fonctions du temps t. Nous aurons
besoin de calculer leurs dérivées par rapport au temps.

é = ax_éx + ay_éy + az-éz
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En physique, tout ou presque bouge. Nous allons nous intéresser a des
mouvements. Les vecteurs seront souvent des fonctions du temps. Nous
aurons besoin de calculer leurs dérivées par rapport au temps.
Imaginons que nous ayons un vecteur « a », de composantes : ax, ay, az,
dépendants du temps. La dérivée par rapport au temps du vecteur « a » :
« da/dt » est égale a la dérivée par rapport au temps de la composante «
ax », vecteur de base « ex », plus « day/dt, ey », plus « daz/dt, ez ».
Noté verticalement, cela donnera : « da /dt » a comme composantes : «
dax/dt », « day/dt », et « daz/dt ». Si les vecteurs de base ex/, ey', ez'
dépendent du temps, et que mon vecteur « a » s'écrit : « ax', ex'+ay',
ey'+az', ez' », lorsque je vais calculer la dérivée par rapport au temps «
da/dt », je devrais dériver aussi bien les composantes que les vecteurs.
J'obtiens alors : « da/dt = dax'/dt, ex'+ax', dex'/dt » qui est la dérivée par
rapport au temps de la premiére partie, plus la dérivée par rapport au
temps de la partie sur ey', plus la dérivée par rapport au temps de la
partie sur z'. J'ai utilisé ici la dérivée d'un produit qui s'applique aussi
bien au produit d'un scalaire par un vecteur. Cela sera utile pour les
coordonnées polaires, cylindriques et sphériques.

Notes
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Vecteurs : norme

Définition

La norme d’un vecteur est par définition la longueur du segment sous-tendu,
c’est-a-dire que pour un vecteur ﬁ donné, sa norme est la longueur du segment

[AB).

carré :

18] := /& + & + &

en régle générale, on notera :
|2l = a

Physique générale : mécanique

veos wide B 1B =

Comment obtenir la norme d'un vecteur ? La norme, c'est la longueur du
segment sous-tendu, c'est-a-dire que pour un vecteur AB donné, la
norme est la longueur du segment AB. Si j'ai des composantes, la norme
s'obtient en calculant la racine carrée de la somme des composantes, au
carré. Si « a » a comme composante : ax, ay, az, la norme de « a » est la
racine carrée de « ax2+ay2+az2 ». Souvent, on abrégera la notation
norme de « a » avec la lettre petit « a ». Typiquement, pour le vecteur
vitesse « v », norme de « v » est égale a petit « v ». Du fait que nous
avons ces notations, il est particulierement important de penser a mettre
les fleches sur les vecteurs, afin de bien faire la distinction entre le
vecteur vitesse, et la norme du vecteur vitesse.

La norme s’obtient en calculant la racine carrée de la somme des composantes au

Notes

Summary
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Produit scalaire
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Le produit scalaire sera aussi tres utilisé. Si j'ai deux vecteurs OA et OB,
le produit scalaire « OA.OB » est égal a la norme du « vecteur OA x la
norme du vecteur OB x le cosinus de l'angle entre OA et OB ». Si
j'appelle théta cet angle, c'est donc cosinus théta. La trigonométrie nous
dit que si je projette le vecteur OB sur le vecteur OA,
perpendiculairement, que je place ici le point B', alors « OB'=0B
cosinus théta ». OB cosinus théta est donc égal a la norme du vecteur
OB'. Le produit scalaire « OA.OB » est donc égal au produit de la
norme de OA par la norme de la projection du vecteur OB sur le vecteur
OA. Si je cherche la norme de la projection de OB sur OA, j'utiliserai
l'outil « produit scalaire ». Il en sort aussi que si « u » est
perpendiculaire a « v », alors, le produit scalaire « u.v =0 ». Si « u » est
colinéaire a « v » et de méme sens, « u.v = norme de "u" x norme de "v"
» que nous noterons « u.v » Et si « u » est colinéaire a « v » et de sens
OppOoSé, « U.V = -uV ».

Notes
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. Q.
2
Composantes et produit scalaire _
’ Ca,u.rQSaM}C JQZ W(Oa_): G = BZ-

~—_ A cmmpMM"-" a'ef M((éa) s
y e composante oo wr(Q) ~ 7 =

dz

ax

X

La composante a; de 3 s’obtient en effectuant a; = 3- g;

Physique générale : mécanique

Notes
Si j'ai un vecteur petit « a » de composante : ax, ay, az correspondant
aux coordonnées du point « a », la composante du vecteur « a » sur I'axe
Ox correspond a la projection du vecteur OA sur l'axe Ox. C'est la
projection de OA sur « ex ». J'obtiens la composante de « a » sur « X »,
qui est « ax » comme étant « vecteur "a" scalaire "ex" ». De méme, la
composante de : « "a" sur "Oy" = "ay", soit "a.ey" ». La composante de
«"a" sur "Oz", "az" = "a.ez" ». Nous noterons cela d'une fagon générale,
en disant que la composante « ai » de « a » s'obtient en effectuant : « ai
= a.ei ». Nous avons le méme « i ». « i » remplace ici « X » « y » ou bien

«KZ».

12m 45s
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Produit vectoriel

Définition
I'unique vecteur w = U A v tel que

> (|| = @] - 1¥]] - | sin(@, V)|

—- U

¢ ik dindaxe & 1> A=

Physique générale : mécanique

Enfin, nous aurons besoin du « produit vectoriel ». Le produit vectoriel
de deux vecteurs « u » et « v », noté« u », petit chapeau vers le bas, « v
», que l'on dit « u » vectoriel « v » est lui-méme un vecteur que nous
pouvons appeler « w » et qui a les propriétés suivantes : le vecteur « w »
est orthogonal aux deux vecteurs donnés. Il est orthogonal a la fois a « u
» et a « v ». Il est perpendiculaire au plan contenant « u » et « v ». Cela
me donne la direction du vecteur « w ». La base de vecteurs « u », « v »,
« w » est de sens direct. Elle suit la regle du tire-bouchon. Lorsque je
fais tourner ici « u », « v », le troisiéme vecteur pointe vers le haut si ce
plan est horizontal. Cela me donne le sens de « w » sur la droite qu'il
porte. Il me reste a trouver sa norme. La norme du vecteur « w » est
égale a la norme de « u », multipliée par la norme de « v », multipliée
par la valeur absolue du sinus de 1'angle entre « u » et « v ». Si j'appelle
théta cet angle, c'est donc « sinus-théta ». On voit que si « u » est
colinéaire a « v », I'angle entre les deux vaut 0, le sinus vaut 0, la norme
de « w » est nulle, donc, le produit vectoriel « u», vectoriel « v » vaut 0,
le vecteur nul.

Le produit vectoriel de deux vecteurs U et v non colinéaires se définit comme

> le vecteur w est orthogonal aux deux vecteurs donnés; = dircchon & W
» labase (U, v, W) est de sens direct; =P sews de 5

Notes
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si on note &, é, et &; les vecteurs unitaires d’un triédre orthonormé direct :

- Ia’:lalZ)ﬂ):i
g, él='%
(]
= [
- - _“
e B NE = A <
3 7>
£ B8
= €z N\ex =
©
P
% et de plus
i:J,' — — -
s aNha=0 '
o T
anb=—bA

Cela me permet déja de calculer les produits vectoriels entre les vecteurs
de base d'un triedre orthonormé direct. Considérons : ex, ey, ez, ces trois
vecteurs. ex, ey, ez, forment un triedre orthonormé direct. Les trois
vecteurs sont de norme 1, les angles valent 90 degrés, « Pi/ 2 », et la
base ex, ey, ez tourne dans le sens direct. Si je calcule le produit
vectoriel « ex », produit vectoriel « ey », j'obtiens un vecteur qui doit
étre perpendiculaire a la fois a « ex » et a « ey », qui va étre porté par «
ez ». Ce vecteur-la est donc colinéaire a « ez ». La base « ex », « ey »,
produit vectoriel des deux doit étre directe. Le vecteur, produit vectoriel
« ex », vectoriel « ey » doit aller aussi dans le sens de « ez ». La norme
de ce vecteur est égale a : « norme de "ex" multipliée par la norme de
"ey", multipliée par le sinus de I'angle entre « ex » et « ey » en valeur
absolue ». Ceci vaut 1 puisque j'ai un vecteur normé. Ca vaut 1 et le
sinus 2 Pi/2 vaut 1. J'obtiens donc 1. C'est un vecteur de norme 1
colinéaire a « ez » et de méme sens, c'est « ez ». « ex » vectoriel « ey »
= « ez » De la méme maniére, « ey » vectoriel « ez » = « ex », et « ez »
vectoriel « ex » = « ey ».

15m 40s
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Rappels mathématiques 1 - Vecteurs

si on note éy, &, et é; les vecteurs unitaires d’un triédre orthonormé direct :

o ol =lel=18|=1
s &g

- - - 1‘- é. -—
ey/\ezzex A t a f{‘é’, ro el ?
s =3 e

— - —=
et de plus e,o,‘e,, = ~&
ana=>0
anb=-bAdE

».

Ceci est tres important, et marche pour tout triedre orthonormé direct.
L'astuce pour se souvenir de cela, c'est d'écrire les vecteurs dans I'ordre :
« ex, ey, ez », et de continuer; « ex, ey ». Lorsque vous faites le produit
vectoriel « ex, ey », vous trouvez « ez ». Le produit vectoriel « ey, ez »
vous donne « ex ». Le produit vectoriel « ez, ex » vous donne « ey ». De
plus, le produit vectoriel d'un vecteur par lui-méme, « a » vectoriel « a
», vaut 0 puisque ces deux vecteurs sont colinéaires. Donc, forcément, «
ex » vectoriel « ex » vaut 0. Pareil pour « ey » et « ez ». Enfin, le
produit vectoriel « a », vectoriel « b », est égale a 1'opposé de « b »
vectoriel « a ». Ce produit est anticommutatif. En particulier, si au lieu
de faire : « ex » vectoriel « ey », je fais : « ey » vectoriel « ex », je vais
obtenir « -ez ». Si je reprends ma liste de tout a I'heure : « ey » vectoriel
« ex », je vais de la droite vers la gauche, et dans ce cas, j'obtiens « -ez
». « ex » vectoriel « ez » fera « -ey », et « ez » vectoriel « ey » fera « -ex
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=PFL Rappels mathématiques 1 - Vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs se calcule par le produit croisé des

composantes deux par deux selon la méthode suivante :

Physique générale : mécanique

Si vous avez deux vecteurs « a » et « b » : « a » de composantes : ax, ay,
az, et « b » de composantes : bx, by, bz. Pour obtenir les composantes de
« a » vectoriel « b », vous devez faire ce que 1'on appelle « le produit
croisé ». Pour calculer la premiere ligne, vous barrez la premiére ligne
des composantes et vous utilisez ce qui reste. Vous faites le produit
croisé : « ay x bz - az x by ». Pour obtenir la deuxiéme ligne, vous
barrez la ligne correspondante sur vos deux vecteurs initiaux, et cette
fois, vous allez prendre : « - ax X bz + az x bx ». Afin d'obtenir la
derniére ligne, on barre la ligne correspondante, et on fait : « ax x by -
ay x bx ». Pour arriver au méme résultat, il y a une autre astuce pour
dérouler le calcul. Vous pouvez éventuellement la trouver plus simple.
Ca sera a vous de choisir celle que vous prenez. Cette astuce consiste a
réécrire a la suite de « az », les composantes « ax » et « ay », et a la
suite de « bz », les composantes « bx » et « by ». On continue dans le
méme ordre. On a toujours la logique de barrer la premiere ligne, et de
commencer a la ligne suivante pour faire le calcul. « ay, bz » - « az, by
». « ay, bz » - « az, by ».
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=Pr-L Rappels mathématiques 1 - Vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs se calcule par le produit croisé des
composantes deux par deux selon la méthode suivante :

a'.v. E b'l. — .E a,abs L. as ba
b'l g3 _a,_bé X by

Q,, bs am-b-a —Q-dba_

Q)
<&

Physique générale : mécanique

Notes

Pour le calcul de la deuxiéme composante, je vais barrer les deux
premieres lignes. J'utilise : « az, bx - ax, bz » plus « az, bx - ax, bz ». On
voit que cette astuce-la me permet de faire rentrer le signe « moins »
naturellement. Je n'ai pas besoin d'y penser comme dans la premieére
astuce. Pour la troisiéeme ligne, je barre les trois premieres lignes, et je
calcule : « ax, by - ay, bx ». « ax, by - ay, bx ». A vous de choisir l'une
ou l'autre solution pour faire le calcul d'un produit vectoriel, mais ne
vous mélangez pas les pinceaux entre les deux.
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ematigues Video conclusion

Vous avez vu la notion de vecteur telle que nous allons l'utiliser en
physique. Souvent, ce sera combiné aussi avec des notions de

trigonométrie et des notions d'analyse de fonctions.

Notes

Summary
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