(A

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Chapitre 4 : Bases et dimension

4.10 Rang colonne et systémes d’'équations

Algebre linéaire

Prof. Donna Testerman

rang ligne rajouter ainsi e nombre appar‘tient clair non nul plan “B]_'espace COlon e

forme échelonnée S O l u t l O n nomg{gm;?etl d lmémﬁons ion AX coup Composan %

vecteur nulchangé

infinité =
telle  forme calculer termetOUte?m-zne?uralfﬂJ
SySteme ; sera juste commence , g ]_ s
: ‘ - tailleraiment démontrer
rajoutee nsulte: | e 25 g

]_ On supposons theoremen ysalS

ega ite d'une matrlc
olonne écran®deuxig ] ] R e
au ce espace
espace engendre g g e gspace

j'additionne
représente

gnes non

c
o
=1
é g additionner q g remplacer
-~ R - Vo1 Y N
@ Méchelonner 15 coefficients réels L res famllle defajnltlon haut ) SySteme pos]s_ed]e_
. . 5 00 9, ol onner calcu
j'obtiens z v - , D43 Jicetion
point o Srapport ] s Sg échelonnée réduite : g5
quatriém 23 E o v oL existe oy besoin O
5 = 2 3 g oc gauche signifie o ¢ . avait
"J 3 ’ 0 Q ) “8 9 1lnconnue nouveau bo
o bloc g % 4; o ez 8_§ . veut sommbea Q% 8 grand inversible s
X 0 ] o ° : : o i igne d'une
>d abord 1 H B 92, L8 produit L voit ggale
trouve + o 8o — matrice augmentée 5 o
l"seule << mUltlplle famllle e Qc 'q'inon nulle transposée libre L
Q avons veux a E
multiplier trowe o
savoir 55_
zéro trouver 1'ensemble critére gscalaire constante multiplicatioRonent
\ ' N\

Search MOOC

=PrL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_cdkkr59i
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_cdkkr59i

('

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

4.10 Rang colonne et systémes d'équations

Notes

Nous avons beaucoup travaillé avec l'espace-colonne et l'espace-ligne
d'une matrice ainsi que le rang-colonne et le rang-ligne d'une matrice et
maintenant, nous allons appliquer le rang-colonne. La question est de
savoir quand est-ce qu'un systeme possede des solutions ou non.

Summary
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Donc je me donne un systeme d'équations linéaires. Pour fixer la
notation, Posons A la matrice des coefficients, et A, la matrice
augmentée. Je me donne n nombres réels (ay,..., @,) qui forment un

vecteur dans R™. Je sais que ce vecteur est une solution si et seulement si
toutes les équations sont vérifiées. Je vais écrire cela de fagon différente
: Ag,..., p est une solution, si et seulement si, [voir écran] Si on compare

cela avec le systeme en haut, si je lis la premiere coordonnée des
vecteurs-colonne, j'aurai a;a;;, axdj), a,d, Ga c'est le coté gauche de
notre systéme, donc cela doit étre égal a b;. On a la méme chose pour
chaque composante. C'est seulement une autre facon d'écrire le systeme.
Au lieu de prendre la grande matrice A, on prend les colonnes de A.

Donc ceci est une solution si et seulement si on a cette égalité-la. De
cela, on peut déduire la chose suivante. Le systeme posséde une solution

si et seulement si cette colonne-la appartient a I'espace colonne de A.

Notes

Summary

4.10 Rang-colonne et systemes d'équations
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4.10 Rang colonne et systeémes d'équations

Je m'arréte, j'aimerais vous convaincre de cette phrase-la. Supposons
que le systeme possede une solution. A ce moment-la, j'ai cette I'égalité
et c'est bien vrai que (bj,..., b,) est une combinaison linéaire des

colonnes de A, donc cela appartient a 1'espace colonne de A. Maintenant,
supposons que (by,..., b,,) appartient a 1'espace colonne, Alors cela veut

dire que je peux aller trouver des coefficients de ces colonnes faire la
combinaison linéaire, et je trouve (by,..., b,,). Donc cela veut dire qu'on

a une solution. Donc ceci est vrai. Maintenant, je pose une autre
notation. Soient Cy,..., C,, les colonnes de A. Alors je récris cette phrase

: "le systeme possede une solution si et seulement si (by,..., b,) est dans

I'espace colonne" bon appelons ca b, donc si et seulement si b appartient
a Vect({Cy,..., C,}), et ca cest si et seulement si Vect({Cjy,...,

C,h)=Vect({Cy,..., C,,, b}), ou on a ajouté b Cela veut dire que ¢a ne
change rien de rajouter b, parce que b est déja dans cet espace-la. De

cela, je tire un énoncé.

Notes
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4.10 Rang colonne et systeémes d'équations

Je rappelle on a que Cy,..., C,, sont les colonnes de A, le systtme AX = b

possede une solution si et seulement si, (donc je répéte ce qu'on a vu
dans le tableau précédent) on a que Vect({Cy,..., C,}) est égal a

Vect({Cy,..., C,, b}), ou j'ai mis le b dedans, et ¢a c'est si et seulement si

le rang colonne de A, qui est la dimension de ce sous-espace, est égal au
rang colonne de A, qui est la dimension de ce sous-espace-1a. C'est parce
qu'on a de toute facon une inclusion. Ceci peut étre une facon de
déterminer si un systeme possede une solution ou non. Maintenant je
'applique a un exemple, mais avant de faire cela je répéte ce qu'on a vu.
Donc je prends les colonnes de la matrice des coefficients, j'ai la
colonne des constantes soit le b, et le systtme AX = b possede une
solution si et seulement si je calcule le rang colonne de la matrice des
coefficients et j'obtiens exactement la méme chose que le rang colonne

de la matrice A.

Notes

I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Summary

4.10 Rang-colonne et systemes d'équations

50f9



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_cdkkr59i?st=260

5m 54s

1 A
Deux exemples. ? o A= 14 3
3 %

1+ 209+ a3 —24=1 rang colows do A

(1) 21+ 3x9 — 13+ 224 = 2 11 3 1
31+ Tro+23=14 3 3 3 0

17 -1 1 — (0
0]

-~ 2.0

(ﬁn{; colme  do A-2
T+ 2094+ r3—24=1 PMMM’ S?J;Me : m,"z ¢olumne oo

(2) I1+3.T2—£L‘3+2$4:2
3r1+Trg+23=5

4.10 Rang colonne et systeémes d'équations

A

Regardons ces deux exemples. J'ai construit des exemples ici ou la
matrice des coefficients est pareille dans les deux systémes, et seule la
colonne des constantes change. Posons A, la matrice des coefficients :
[voir écran] Comme j'ai ce critére ou je dois comparer le rang colonne
de A au rang colonne de A je vais d'abord calculer le rang colonne de A

et ceci est égal au rang ligne de AT, Donc je forme la matrice transposée
: [voir écran] Je vais échelonner cette matrice et ensuite il sera facile de
voir quel est le rang ligne. Donc je rajoute -2 fois la premiere ligne a la
deuxiéme, ainsi que -1 fois la premiére a la troisiéme, et ensuite
j'additionne la premiére et la quatrieme. Maintenant presque tout
disparait, les deux dernieres lignes deviennent nulles, donc le rang
colonne de A est 2. Maintenant, je me demande quel est le rang colonne
de A pour le premier systéme. Je dois calculer le rang colonne de A,
mais je vais éviter quelques étapes car je n'ai pas besoin de refaire un
calcul. En plus de savoir le rang colonne de A, je sais que j'ai une base
de I'espace colonne de A et cette base ce sont les vecteurs (1, 1, 3) et (0,

1,1).

(L
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Notes

Summary
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1 A
Deux exemples. f’) i A= 1 3 -1
3 3 1
I
P14+ Wyt —ga=1 YMJCA' 4L A :_FaLnJ ’tTMJ: A
(1) z14+3z2—23+224=2 (18 11 3 1 1 3
321+ Txa + 23 =4 2 3 3 ot Lo 11
A e O o o
o 2 3 o o 0

~ 2.0

('Q\J colomae de A: 2.

/‘qu/wl
MLanu

— + 21‘2 + Tt = 1 Pﬂlmwr 5 J;Me Loaa Lalmnr c{p A [[4144 3), [0114)9
(2) Z148ms—23120:=2 7 % ¢ ) ) (-1 2,0) (1,24)
o Yo o e B rany colowe do A = dim Vet (11,43),(2.39, 04, -42), (1,699, T05 )

e (143, 00, (039
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Notes

Donc c'est exactement ce que me dit ce calcul. Nous 1'avons déja vu. Ici
on a une matrice et on fait I'espace des lignes puis on échelonne la
matrice, les lignes non-nulles forment une base de l'espace-ligne.
Comme j'ai changé les colonnes en lignes, je reviens aux colonnes et
ceci est une base de I'espace colonne de A. Maintenant, pour le premier
systéme, je dois calculer le rang colonne de A. Le rang colonne de A est
la dimension du Vect des colonnes de A. Et je sais qu'ici, le A a en plus
le vecteur (1, 2, 4). Mais je sais que pour ces quatre premiers vecteurs,
je peux les remplacer par ces deux-la donc c'est égal a la dimension de
'espace vectoriel engendré par (1, 1, 3), (0, 1, 1) et (1, 2, 4). Maintenant
je dois vraiment faire un calcul parce que je dois voir si cet espace-la est
aussi de dimension deux. ou bien si ca agrandit et c'est de dimension
trois. Donc je vais de nouveau faire un calcul. Je prends la matrice [voir
écran] Je vais I'échelonner : [voir écran] Une forme échelonnée de cette

8m 16s

matrice, c'est [voir écran].

Summary

4.10 Rang-colonne et systemes d'équations
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Deux exemples. L'espace des colonnes de A est

Vect((1,1,3),(0,1,1)).

T1+2$2+T3—$4:1
(1) x1+ 339 — 23+ 224 = 2
31+ T +ax3 =14

T1+2x2+23—24=1
(2) $1+3[I’2—1‘3+21‘4:2
3x1+Tro+2x3=5

4.10 Rany colonne et systémes d'équations

Donc la dimension est égale a deux et donc par notre critere, le rang
colonne de A est le méme que le rang colonne de A et donc le systéme
possede une solution. Donc voila le raisonnement. Je commence avec la
matrice des coefficients, je calcule le rang colonne de cette matrice, je
l'ai calculé bon c'était deux. Ensuite, en calculant le rang colonne j'ai
méme trouvé une belle base donc je prends cette base-la, ensuite je dois
calculer le rang colonne de la matrice augmentée. Maintenant 1'espace
colonne de cette matrice-1a, c'est le sous-espace engendré par tous ces
vecteurs et comme je sais que les quatres premiers vecteurs-la
engendrent le méme espace engendré par ces deux vecteurs-ci, je vais
les remplacer par ces deux. Je rajoute la colonne des constantes, je fais
de nouveau un calcul, et je vois que le rang, la dimension de cet espace-
1a donc le rang colonne de A est égal a deux. Par le critére, c'est le méme
et donc le systeme possede une solution. Passons au deuxiéme exemple.
Je vais reprendre ce que j'ai utilisé avant. L'espace colonne de A est
seulement le Vect de la base que nous avons trouvée. Maintenant, je dois

9m 52s

considérer ici cette colonne des constantes qui est différente.
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Summary

Chapitre 4 : Bases et dimension

80of9



https://mediaspace.epfl.ch/media/0_cdkkr59i?st=592

11m 22s

Deux exemples. L'espace des colonnes de A est
Vect((1,1,3),(0,1,1)).

1'1—|—2(I‘2—|-5173—(B4:1

Cidenlms o rosg oolome o A pwe

(1) T+ 3x0 — 3+ 224 =2 /4 J@‘UJ{IC\M S‘?H-Q\W.
3z1 + Ty + 23 = 4 i R« dmVed (118, 05,10), (1,25))
115 11 C’: :-f
o 11 [ 01 b
{ 25 o 1 6o
i iy = L A %5 ey ool d A
(2) @ +3wg—x3+2w4=2 Cang Coluw i A = 3 b Ls

3x1+Trg+23=5

4.10 Rang colonne et systeémes d'équations

Donc ici je calcule le rang colonne de A, pour le deuxiéme systéme.
Alors le rang colonne de A est la dimension de Vect de... comme avant,
je ne vais pas prendre toutes les colonnes, je vais seulement prendre les
colonnes qui me donnent une base, ces deux vecteurs-la, et je rajoute la
colonne des constantes. Je dois calculer la dimension de cet espace donc
je change les vecteurs en lignes. Je pense que vous voyez ce qui va se
passer parce que j'ai trés peu changé la colonne des constantes. Il ne
reste qu'une étape, 1'échelonnage : [voir écran] Donc, le rang colonne,
c'est la dimension de I'espace des lignes ici, qui est égal a trois, qui est
plus grand que le rang colonne de A et cela implique que le systéme ne
possede aucune solution. C'est un critére qui pourrait étre utile justement
quand on a plusieurs systémes avec la méme matrice des coefficients et
que seule la colonne des constantes varie.

= le Splere e pucd  auan s st
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Summary
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