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4.5 Bases dans un espace de dimension connue

Algebre linéaire

Prof. Donna Testerman

wine COMbinaison linéaire «wit flanes 1'ensemble définition f “hel"””ee
< 5 X2

propriete By, . b famille generca)tdr?ce lmpllque matrlce 1dent1te
commence droite | juste

montrer coordonnée ba - non nulle O n n e g

har g

multiplier zéro mrwtm\ b N

nombres réels t a . inconnue

. ) additionner yojt non nu 1 “»

égale o SYS T 11e w:

© 50 oTie matrice échelonnée -

b 1 ]

égal - : : s

o 0 L, . . 9

H [ yérifierfl "t [l v % I coefricient  Wproduit a

espace |3 o 2 Bblocs Haiément :

© 'E g m ln 5j 'additionne systeme homogeéne ©

ol addlotlon N de 8 ¢ nombre — rapport-_ mU tlE 1e pose somme i

G auche 5

00 p dlmenswn finie g % @ acile c'était . ‘:‘:

exac ementenSUlte autresa o infinite finie enfin é

l'espace ligne

terme — troisieme

preuve
donner  similaire matrice élémentaire
\/troll quelque chose
oila
nouveau tou 'tle
égalité
upparuent nombre réel cardlnallte
p t opération e

trolsleme llgne ST ihiner
determbln%rsdoujr-]n premlere multlpllcatlon = et l re ”‘?ﬁﬁﬂﬁteensemble théorémereresente

, compléter
j'aurai
existe
d'abord M veut

Search MOOC

=PrFL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_kcppc856
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_kcppc856

Théoréme. Soit V' un R-espace vectoriel de
dimension finie n.

(1) Si S C V est une famille génératrice qui
possede n éléments alors S est une base de

V.
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Dans cette vidéo, nous allons voir une méthode pour déterminer si un
ensemble donné est une base ou non, dés le moment ou l'on est dans un

espace de dimension connue.
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Voila le théoreme, la premiére partie : je prends un R-espace vectoriel V
qui est de dimension n finie, et je prends une famille dans V qui est une
famille génératrice possédant n éléments. De ca, je vais pouvoir déduire
que S est une base de V. C'est a dire que je n'aurai pas besoin de vérifier
que S est une famille libre, il suffit de savoir que c'est le bon nombre
d'éléments et que c'est génératrice. Voila la preuve : Par la proposition,
sur 'extraction d'une base, on sait que V posséde une base qui est un
sous-ensemble de S. Dés le moment ou 'on a une famille génératrice, on
peut, éventuellement, réduire cette famille, si nécessaire, pour trouver
une base. Donc, voila la base B. Mais, comme B est une base, ca
implique que la cardinalité de B est égale a n. On a aussi, par hypothese,
que S posséde n éléments. Donc j'ai un sous-ensemble de 'ensemble a n
éléments, le sous-ensemble possede n éléments, donc ¢a implique que B
est égal a S. Et donc, S est une base de V. Donc ¢a, c'est la preuve du (1).
La, on a gagné quelque chose parce qu'on n'aura pas besoin de vérifier
que S est une famille libre, on n'a besoin que de vérifier les deux
hypothéses : génératrice et le bon nombre d'éléments.
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Exemple. Déterminer si S = {(1,0,1,1),(1,2,1,1),(0,1,1,0),(0,1,2,1)} est une base de R%.

45 Bases dans un espace de dimension connue

Il y a un deuxiéme énoncé, qui est similaire. Je me donne une famille S’,
et je suppose que je sais que cette famille est libre et posseéde n éléments
(la dimension de V). Alors, la aussi, je peux montrer que S' est une base.
La preuve est similaire. S' est une famille libre, donc on peut la
compléter en une base. Par la proposition, sur la complétion en une
base, V posséde une base B, avec S’ inclus dans B. A chaque fois qu'on a
une famille libre, on peut l'agrandir pour trouver une base. C'est dans un
espace de dimension finie que nous avons montré ¢a. Alors, maintenant,
c'est comme avant : Mais B, une base, implique que la cardinalité de B
est égale a n. Mais, par hypotheése, la cardinalité de S’ est aussi égale a n.
Donc, B est égale a S'. Et, par conséquent, S' est une base. Voila le
théoréme. Vraiment, ce théoréme est utile, parce qu'on gagné quelque
chose, on connait la dimension de l'espace V, on a une famille
génératrice avec le bon nombre d'éléments, ¢a fait une base, ou bien, on
a une famille libre avec le bon nombre d'éléments, ca fait une base.

Maintenant, je fais un exemple.
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Exemple. Déterminer si S = {(1,0,1,1),(1,2,1,1),(0,1,1,0),(0,1,2,1)} est une base de R*.
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Je commence avec une famille S. Il y a quatre vecteurs et je suis dans
I’espace vectoriel R* Et je veux savoir si cette famille-la est une base de

R*. Comme c'est le bon nombre d'éléments, il suffit de voir, ou bien, que
cette famille est génératrice, ou bien, qu'elle est libre. Si I'une des deux
n'est pas satisfaite, alors, ce n'est pas une base, on n'a pas besoin de
vérifier les deux. Comme c'est plus facile de voir si une famille est libre
ou non que de voir si cette famille est génératrice, je vais plutot faire ca.

J'écris tout ca. Comme S possede quatre éléments, et la dimension de rR?
est égale a 4, il suffit de déterminer si S est libre. C'est plus facile. Donc,
je suppose qu'il y a une combinaison linéaire des vecteurs dans S qui
vaut 0. Donc « (1,0,1,1) + B (1,2,1,1) + y (0,1,1,0) + & (0,1,2,1), cette
combinaison linéaire vaut 0 pour des scalaires a, f3, y, 6, appartenant a R.
Alors, je regarde ce que ¢a donne comme systeme d'équations.
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Exemple. Déterminer si S = {(1,0,1,1),(1,2,1,1),(0,1,1,0),(0,1,2,1)} est une base de R*.
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Dong, la premiére coordonnée de ce vecteur-la, a gauche, c'est a + 3 qui
doit étre égal a 0, la deuxiéme coordonnée, c'est 2 + y + § qui vaut 0,
la troisieme coordonnée, c'est o + 3 + y + 2§ qui vaut 0, et, enfin, la
quatrieme coordonnée, c'est o + 3 + & qui vaut 0. Alors, je vais utiliser
la méthode pour résoudre le systéeme homogene. Je pose la matrice des
coefficients. Et l'échelonnage sera tres rapide. Je garde la premiére
ligne, la deuxiéme ligne, et, maintenant, je rajoute -1 fois la premiere
ligne a la troisieme: 0 0 1 2, et -1 fois la premiéere ligne a la quatrieme.
Maintenant, cette matrice, elle est échelonnée. Il y a quatre pivots,
aucune variable libre. Donc, ¢a implique qu'il n'y a que la solution
triviale, solution unique : a=0, =0, y=0 et 6=0 aussi. Donc, S est une

famille libre, et, par le théoréme, S est une base de R*,
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