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4.2 Dépendance et indépendance linéaires : propriétés et critéres
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Proposition. Soient vy,...,v, des vecteurs dans un R-espace vectoriel V. Alors vy,...,v,

sont linéairement dépendants
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42 Dépendance et indépendance linéaires: propriétés et critéres

Notes

Nous continuons avec l'étude de la notion de dépendance et
d'indépendance linéaire. Je vais donner deux critéres importants pour
déterminer si une famille est linéairement indépendante ou dépendante.

Summary
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Notes
Je commence par une proposition. Je me donne des vecteurs vy,..., V,,

dans un R-espace vectoriel V. Alors vy,.., v, sont linéairement
dépendants si et seulement si il existe un entier i entre 1 et r tel que v;
appartient a I'espace engendré par tous les autres, i.e. a vect({vy,..., Vj_1,
Vi+1s---» Vpt). Clest une équivalence. Aussi, si et seulement si il existe un
entier i entre 1 et r tel que vect({vy,..., v,}), i.e. 'espace engendré par
tous les vecteurs est égal a vect({vy,..., Vi_7, Vi+1,--» Vp}). Cela signifie

que cet espace-la, on l'engendre avec moins de vecteurs mais ¢a donne
quand méme le méme espace. Je vais numéroter cela donc ceci est une
équivalence que j'aimerais montrer, et une deuxiéme. Preuve : Je
commence par la premiére équivalence. Je vais faire la direction comme
ceci, c'est-a-dire que je suppose que j'ai des vecteurs qui sont
linéairement dépendants. Maintenant comme ils sont dépendants, il
existe des scalaires.

Summary

4.2 Dépendance et indépendance linéaires : propriétés et criteres
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Notes
Je répéte : vy,..., v, linéairement dépendants, Cela implique qu'il existe

des scalaires ay,..., a, non tous nuls tels que a;v; +... + av, = 0, le

vecteur nul. Alors comme ils ne sont pas tous nuls, il existe un i entre 1
et r avec a; différent de 0. Je vais utiliser celui-la. Je réécris 1'égalité ici :

jlai ayvi = - agvqy -... - Qi_Vy - QiyqVieg - - v, De plus, le a; est
différent de 0 donc je peux multiplier par 1/a;, cette égalité et on obtient
v; = - (ay/a;)vy -... [voir écran] Quel était le but ? Le but c'était de voir
qu'il existe un i tel que v; appartient au Vect de tous les autres vecteurs
et maintenant on voit qu'on a v; écrit comme une combinaison linéaire
des autres vecteurs, donc ¢a c'est effectivement dans le Vect({vy,..., v,

Vit 1seees Vr}).

Summary

Chapitre 4 : Bases et dimension
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Considérons vy, ..., t.q. v; = B1v1 + -+ - + Bic1Vi—1 + Bis1Vit1 + - - - + Brv, comme

ci-dessus.

4.2 Dépendance et indépendance linéaires: propriétés et critéres

On a montré que si les vecteurs sont linéairement dépendants, il existe
un i tel que v; appartient au sous-espace engendré par les autres

vecteurs. Maintenant, la preuve de l'autre implication est tres similaire
donc je ne la ferai pas, je laisse cela pour vous. Maintenant, la
deuxieme équivalence. Ici, je suis censée montrer que si il existe un i tel
que v; € Vect({vy,..., Vi_;, Vit+1--» Vp}), alors il existe un i tel que les
deux espaces vectoriels engendrés par ces vecteurs-la sont égaux. Je
commence ici en supposant qu'il existe un i donc on suppose que v; est
dans le vect({vy,..., Vi_1, Vj+1--» Vy}), en laissant tomber le v;. Donc je
suppose que Vv; = Blvl +.. t Bi_lv,-_l + Bi+1vi+1 +.. + BrVr Voila
I'hypothese, c'est que j'ai v; qui est dans le Vect de ces vecteurs-la donc
je peux l'écrire comme une combinaison linéaire de ces vecteurs. C'est
ce que j'écris ici.

4m 45s

I

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Summary
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Considérons vy,...,v, t.q. v; = B1v1 + -+ - + Bi1Vi—1 + Big1Vit1 + - - - + Brvyr comme

ci-dessus.
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J'ai des vecteurs et je peux écrire v; en terme des autres : vi,..., V, ou
j'enleve v;. Maintenant j'aimerais vous convaincre que le sous-espace
engendré par vy,..., v, est le méme que le sous-espace engendré par
V{,eees Vii1s Vit 1o---» Vp. J'al les deux sous-espaces, le Vect de v;,..., v, et le
sous-espace Vect({vi,..., Vi_1, Vi+15--» Vp}). Maintenant il faut se rappeler

la définition. Ceci est le sous-espace de toutes les combinaisons
linéaires de ces vecteurs. Il est clair que si j'ai une combinaison linéaire
de ces vecteurs, elle est incluse la-dedans. Cette inclusion-la est claire.
Ce que je dois faire c'est commencer avec une combinaison linéaire de
ces vecteurs, donc prenons v dans le Vect(vy,..., v;), donc v = a;v; +... +

a,v,. Maintenant j'aimerais ['écrire comme une combinaison linéaire de
ces vecteurs-la. Donc c'est [voir écran] et puis, c'est a; et la je vais

remplacer.

Notes

Summary

Chapitre 4 : Bases et dimension
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Notes
Donc la, je vais mettre cette expression que j'ai pour v;, [voir écran] Et
ensuite je continue [voir écran] Donc je commence avec une
combinaison linéaire de vy,..., v,, quand j'arrive au terme v; je le

remplace par cette combinaison linéaire et on voit que tout ce qui reste
est une combinaison linéaire des vecteurs vj,..., Vi_1, Vi+1,--» V. Cela

montre ['autre inclusion, et donc on a l'égalité des deux ensembles et
par conséquent, (1) implique (2). Pour le (2) implique (1), il est clair
que si le Vect de vy,... v, est égal au Vect de vy,..., v, sans le v; alors on
peut écrire v; comme une combinaison linéaire des autres. C'est

exactement ce que je voulais montrer. Donc avoir une relation de
dépendance dans une famille, cela signifie que l'on peut trouver un
ensemble de vecteurs distincts finis telle qu'une combinaison linéaire
qui vaut le vecteur 0. Cela veut aussi dire qu'on peut trouver un vecteur
dans la famille qui s'exprime comme une combinaison linéaire des
autres et cela veut aussi dire qu'on peut engendrer le méme sous-espace
par ces vecteurs-la qu'en enlevant le vecteur qui était une combinaison
linéaire des autres. Voyons des exemples.

Summary

4.2 Dépendance et indépendance linéaires : propriétés et criteres 7 of 11
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Exemples.

(1) §=1{(1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)} S b Linssirenert depordoat  car

(4.44) —(404) =(0,48) = (0,0 02)

(114)= (4,04) +(54,0)

et 38} = Ne {(4,5,4) (0,4,0)0

(2) §={(1,0),(2,0),(0,1)}

4.2 Dépendance et indépendance linéaires: propriétés et critéres

Dans ces exemples je voudrais illustrer un point, c'est que I'on sait que
quand on a une relation de dépendance dans une famille et qu'on veut
engendrer le sous-espace, on peut enlever un des vecteurs. Mais il faut
quand méme faire attention, on ne peut pas enlever n'importe quel
vecteur. C'est ce que je voulais illustrer. Ici la famille S est linéairement
dépendante car (bon je ne donne pas un exemple compliqué) si je fais
(1,1,1)-(1,0,1) - (0, 1, 0), ce la vaut le vecteur nul. Je vois aussi que
(1, 1, 1) = la somme des deux autres. Enfin, je vois que si je fais le
Vect(S), c'est la méme chose que le Vect de ces deux vecteurs-la [voir
écran]. Donc c'est exactement ce qu'on a vu dans la preuve. J'ai une
combinaison linéaire qui vaut 0, ¢a veut dire que je peux exprimer un
des vecteurs comme une combinaison linéaire des autres et cela veut
aussi dire que si je fais l'espace engendré par cette famille-la, c'est le
méme que le sous-espace engendré par les vecteurs qui restent quand
j'enleve celui-la. Ici on voit qu'en fait, je pourrais aussi exprimer ce
vecteur comme la différence des deux autres, ce vecteur-la comme la
différence des deux autres.

(|

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Notes

Summary
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Exemples.

(1) §=1{(1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)} S b Linssirerert depordoat  car
(144) —(404) ~(0,48) = (0,5,0)
(1.10) = (404) +(2,4,2)
Net 38} = Vet {1,04) 10,4,0)
= Ved {(44,0 (1,0
=Ned 1,10, (040}

(2) §={(1,0),(2,0),(0,1)}

S &t um fq,ﬂ,?/f /;le; LA 21,6) +0-(o,1) =(20)

2{1,0) =(2,0)

Ved Is] = Vet ) 1,01 (0,0)]

4.2 Dépendance et indépendance linéaires: propriétés et critéres
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Ici, on a que le Vect(S) est égal aussi a Vect({(1, 1, 1), (1, 0, 1)}) donc
les deux premiers vecteurs ou bien aussi a Vect({(1, 1, 1), (0,1,0)}), i.e.
le premier et le troisieme vecteur. Donc on peut enlever n'importe quel
vecteur et on engendre le méme sous-espace. A comparer avec cet
exemple-ci, ici c'est aussi une famille liée car si je fais 2(1, 0) + 0(0, 1),
c'est le deuxiéme vecteur. C'est-a-dire, 2 fois le premier vecteur est égal
au deuxiéme. C'est une relation de dépendance. Donc je peux exprimer
un des vecteurs comme une combinaison linéaire des autres vecteurs.
Donc le Vect(S), c'est... Bon je vais enlever le vecteur que je peux
exprimer comme une combinaison linéaire des autres. Mais ici, cette
fois, il faut faire attention parce que ceci n'est pas égal au Vect({(1, 0),
(2, 0)}). C'est ce que je veux vous montrer. On a beau avoir une relation
de dépendance, on doit regarder cette relation de dépendance pour
savoir quel vecteur on peut enlever. Ici on peut enlever le (2, 0), on
pourrait aussi enlever le (1, 0) parce que c'est la moitié du précédent,
mais on ne pourrait pas enlever le troisieme vecteur et engendrer le

méme sous-espace.

Notes

Summary

4.2 Dépendance et indépendance linéaires : propriétés et criteres
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Deux propriétés importantes.
Rk ; MIIL c/q Vec‘}d«l.r J:,d(fnfb V-V €]

Soient V' un R-espace vectoriel et S C V. e M, e el pm Ao b 4 g
AV ¥t ) =0 Main Vl:eS‘ pr
"’7’} [, Par L /4«/ 7&( _S' ml ///h"

A plonsde P de Felle Combinaism it aipe

Proposition 1. Si S est libre alors tout
sous-ensemble 7" C S est libre.

Proposition 2. Si S est liée alors toute
collection T avec S C T est liée.

('

ECOLE POLYTECHNIQUE

4.2 Dépendance et indépendance linéaires: propriétés et critéres FEDERALE DE LAUSANNE

Notes
Maintenant j'énonce deux propriétés importantes. Donc je me donne un

R-espace vectoriel et un sous-ensemble S dans V. La premiere
proposition dit que si S est libre, alors tout sous-ensemble T dans S est
aussi libre. La deuxieme proposition dit que si S est liée, alors toute
collection qui contient S est aussi liée. Je vais faire la preuve.
Premierement, je veux montrer que l'ensemble T est libre donc je
suppose que T n'est pas libre. Donc si T est liée, cela signifie qu'il existe
des vecteurs distincts vy,..., v, dans T et des scalaires, Ay,..., A, dans R

non tous nuls tels que j'ai une combinaison linéaire qui vaut 0. Ces
vecteurs, étant dans T sont aussi dans S. l.e. v; est dans S pour tout I,

donc on aura une combinaison linéaire de vecteurs dans S qui sont liés
et cela contredit le fait que S est libre. Il n'existe pas de telle
combinaison linéaire ou bien les scalaires sont tous nuls.
Deuxiemement, c'est presque pareil.

Summary
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Deux propriétés importantes.

Soient V un R-espace vectoriel et S C V.

Proposition 1. Si S est libre alors tout
sous-ensemble T" C S est libre.

Proposition 2. Si S est liée alors toute
collection T avec S C T est liée.
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42 Dépendance et indépendance linéaires: propriétés et critéres

Ici je commence avec une famille qui est liée, et cette fois au lieu de
prendre un sous-ensemble, je prends un ensemble qui contient S et je
prétends que cela implique que T est aussi liée. C'est assez clair d'apres
la premiére proposition parce qu'ici je prends les vecteurs dans S qui
donnent une combinaison linéaire qui vaut 0 donc il existe, je les
appelle autrement, il existe wy,..., w; dans S et des scalaires aj,..., a;

dans R, non tous nuls tels que on a une combinaison linéaire qui vaut 0.
Mais tous ces vecteurs sont dans S qui est inclus dans T donc on a une
relation de dépendance entre des vecteurs dans T donc par définition T
est liée. Ce sont deux propriétés qui peuvent aider quand on veut
déterminer si une famille est liée ou libre. Donc on a commencé par une
proposition qui donne une caractérisation différente de la dépendance
linéaire et ensuite on a fait des exemples, j'espére que vous avez compris
et j'ai terminé avec ces deux propositions qui sont aussi utiles quand on

veut déterminer si une famille est libre ou liée.

Notes

I
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Summary
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