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3.7 Espace ligne, espace colonne d'une matrice

Algebre linéaire

Prof. Donna Testerman

ve t QuVEn ensemble premiére lnclu§ multi plle chamrind nombres réels
générateur A2 ccmbmalsons lmealres t ol
Voyons matrice eC elonnée
premier fin
- uste Svons ga ]_
wite ] _ _ _ gauche A
Pt matrice identité

vewe commence usau'a
rends deuxiéme A ®sys 1? e€Space’ ;
composante
prOt dimension forme équation Veqt definition (GQMPOSANTE
VecL(lJnValnCr E? sonm it " o
> ;
o1oh i — appartientilli dditions ' 3 SCalalr‘e 2 zéro o ‘;gjj”\;’gau
sait q_; égalité d'un g =cerre 1 4= aura
a % étape U2 O implique condieien b
d"abord H famille c
x - exerpie pose 2 Cetait clair T engendreé
3 : Operatlon
y décomposition avait facile autres
montrer Vo espace colonne exactement
coordonnée fonction L'espace ec[cr) 1 . e mm
haut
c h ose additionner ?
suite enfin ; , d .
multiplier ‘ . g N°Y Wes roite . ba
systéme d'équation derniére 1L'inverse méthode ‘
b l e n longueur e petit étant o vérifier é f<

e @SN JCE vectorl eliespace ‘ligne

produit . 1eme”t combilnaison lln taille atmerais S, ., J ' obtiens SOlUthH
\ 'd N\

Search MOOC

=PrFL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_vvu1gwg4
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_vvu1gwg4

Exemple. A = € Ms3x4(R).
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3.1 Espace ligne, espace colonne d'une matrice

Nous arrivons a la fin du chapitre 3. J'aimerais encore introduire un

sous-espace vectoriel de R" ou R™. Nous avons un peu laissé nos
matrices de cOté et maintenant nous allons les reprendre. Je vais associer

a une matrice donnée deux sous-espaces vectoriels d'un R" ou d'un R™.
Cela nous sera tres utile par la suite. Ce n'est pas une notion difficile. Je
vais vous en donner la définition.
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3.1 Espace ligne, espace colonne d'une matrice

Notes

On se donne une matrice, voici un exemple, une matrice 3 x 4. Nous
voyons que les lignes de cette matrice, on peut les considérer comme

étant des vecteurs dans R¥. Donc on peut voir les lignes de A comme des
vecteurs dans R?. Evidemment cela ne dépend pas de cet exemple-ci,
c'est-a-dire icique (1, 2,3,4) (0, a, 5,y ) et (0, 0, 5, 6 ) sont tous des
vecteurs dans R*. Maintenant je généralise cela.

Summary
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Définition. Soit A € M,,.,,(R). On appelle
I'espace ligne de A le sous-espace vectoriel de

R™ engendré par les lignes de A. i.e. si Ved }(4,4,4.9, (0

Ly,Lo,...,L,, sont les lignes de A, vues
comme vecteurs de R"™, alors I'espace ligne de
A est Vect{L1,...,Ln}.

1 1 1 1
Exemple. Soit A= |0 1 1 1].Montrer
0 0 1 1

que l'espace ligne de A est le sous-espace
vectoriel U = {(a,3,7,7) : @, 8,7 € R} de
R4,

3.1 Espace lione, espace colonne d'une matrice

Lopee fpe & A ot
1 ,(0,0,7, 4)5

= ? al41,44)+b(0,4,1,4) + ¢(

Je donne la définition. Je me donne une matrice m x n donc il y a m
lignes et n colonnes. On appelle I'espace ligne de A le sous-espace

vectoriel de R", parce qu'il y a n colonnes engendrées par les lignes de
A. Précisément, si je prends les lignes L, jusqu'a Lm et que je les
considere comme dans l'exemple que je vous ai montré comme étant des

vecteurs dans R", alors l'espace ligne de A est le sous-espace
Vect{L,,...,.Lm} Voyons un exemple. Je prends cette matrice-la et
j'aimerais vous montrer que dans ce cas-ci, l'espace ligne de cette
matrice est exactement le sous-espace des vecteurs de la forme (a, f3, y,

y) dans R?. Je vais illustrer I'exercice. Par définition, I'espace ligne de A
est le sous-espace vectoriel engendré par les lignes de A. Les lignes de A
sont (1, 1, 1, 1 ), etc. Cela signifie que c'est 1'ensemble de tous les
vecteurs de la formea (1,1,1,1)+ b(0,1,1,1) +c¢c(0,0,1,1 ) ouaq,
b et c sont des nombres réels quelconques. Ce sont toutes les
combinaisons linéaires comme ceci.

0,0,4,1) /a,l,‘elz;,
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Définition. Soit A € M, «,,(R). On appelle
I'espace ligne de A le sous-espace vectoriel de

Lopee fpe & A ot

R™ engendré par les lignes de A. i.e. si ed { (4,4, 4,4, (0,4,1,4) (0,0,7, ”’]

Lqy,Lo,...,L,, sont les lignes de A, vues
comme vecteurs de R™, alors I'espace ligne de

= ? al41,414)+b(0,4,1,4) + ¢

(o010 |alcel]

A est Vect{L1,...,Ly}. - ? (a,a+, a;é:«c,m_!wc) laheeR) <y

1 1 1 1
Exemple. Soit A= [0 1 1 1].Montrer
0 0 1 1

que |'espace ligne de A est le sous-espace
vectoriel U = {(a,3,7,7) : @, 3,7 € R} de
R4' 0((410,0,0)1‘-(!(0,4,010)1')’[0/0’4,")_

3.1 Espace ligne, espace colonne d'une matrice

Je mets tout cela ensemble et j'ai un vecteur de la forme: la premiere
coordonnée c'est a, la deuxiéeme c'est a + b, la troisieme coordonnée
c'esta + b + c et la quatrieme aussi ou a, b et ¢ sont des nombres réels.
Maintenant je regarde le sous-espace vectoriel U et je vois qu'il est
défini par la propriété qui dit que les deux derniéres coordonnées sont
égales. Ici j'ai exactement a + b + ceta + b + ¢ donc il est clair que ce
sous-espace est inclus dans U. Pour terminer ma preuve, je dois vous
convaincre que le U est inclus la-dedans. Donc il faut montrer que U est
inclus dans l'espace ligne de A. Pour faire cela, je vais observer U. Je
veux souligner quelque chose. Un vecteur dans U a la forme «a( 1, 0, 0, 0
)+ B(0,1,0,0) +y(0,0, 1,1 ). Un vecteur général dans U a cette
forme-la. Pour vous convaincre que U est inclus dans 1'espace ligne, il
suffit de voir que chacun de ces trois vecteurs est inclus dans l'espace

ligne de A comme il s'agit d'un sous-espace.
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3.1 Espace lione, espace colonne d'une matrice

Donc il suffit de voir que les vecteurs (1,0, 0,0), (0,1,0,0 ) et (0,0,
1, 1 ) appartiennent a l'espace lignes. Il y a un vecteur ou c'est clair car
ce vecteur est carrément une ligne de A : (0, 0, 1, 1 ) c'est la troisieme
ligne de A. Ce vecteur-ci est la différence entre la deuxieme ligne et la
troisieme donc c'est dans l'espace ligne. Et enfin, ce vecteur-ci est la
différence entre la premiére ligne et la deuxiéme, qui est aussi dans
I'espace ligne. Enfin, on voit que I'espace ligne de A est exactement le
sous-espace U que j'ai décrit ici.
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3.1 Espace lione, espace colonne d'une matrice

Notes

Il n'y a rien de spécial avec la notion "ligne", on peut faire la méme
chose avec les colonnes de A. Donc les colonnes de cette matrice

peuvent étre vues comme des vecteurs, cette fois, dans R3. Cest-a-dire
que si je regarde (1,0,0), (2, a,0) (3,B,5) et (4,y, 6 ), je peux
imaginer que ce sont des vecteurs dans R>.
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Définition. Soit A € M, ,,,(R). L'espace
colonne de A est le sous-espace vectoriel de

V!d ;(41 9, b), {4,4, ‘)/t 1,1, 1)) (4; 1;”}

R™ engendré par les colonnes de A. i.e. si = \ed )(4,0,0)’ (4,70, (1, 1,4)%

C1,...,C,, sont les colonnes de A, vues
comme vecteurs de R™, alors I'espace colonne
de A est Vect{C4,...,C,}.

1 1 11

Exemple. Soit A= [0 1 1 1].Montrer
00 1 1

que |'espace colonne de A est égal 2 R3.

3.1 Espace ligne, espace colonne d'une matrice

Je donne la définition formelle. Donc je prends une matrice m x n.
L'espace colonne de cette matrice est le sous-espace vectoriel de R™
(parce que les colonnes ont une longueur m), engendré par les colonnes
de A, c'est-a-dire qu'on considére ces colonnes comme des vecteurs dans
R™ et on prend le sous-espace vectoriel engendré. Un autre exemple. Je
prends la méme matrice que nous avions avant. Cette fois, j'aimerais
montrer que l'espace colonnes de cette matrice est égal a tout I'espace
entier R>. Je développe. Par définition, 1'espace colonne de A est le Vect
des colonnes de A vues comme vecteurs dans R donc c'est Vect{( 1, 0, 0
),(1,1,0),(1,1,1),(1,1,1 )} La premiere chose que 1'on constate
c'est qu'il n'y a aucune raison de répéter le dernier vecteur parce que
c'est le méme que l'avant-dernier. Donc on l'enléve de la liste. Donc
I'espace colonne de A est le sous-espace vectoriel deR> engendré par ces
trois vecteurs.
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Définition. Soit A € M,,.,,(R). L'espace
colonne de A est le sous-espace vectoriel de

Ved 2(". 0,8), (4,4,8) [ 1,72,1), (1,1, f)]

R™ engendré par les colonnes de A. i.e. si = \ed )(4,0,0), (1,1,0), (4,4,4)11 =

Ci,...,C,, sont les colonnes de A, vues
comme vecteurs de R™, alors |'espace colonne

@ =

{0/”10) =

1
Exemple. Soit A= | 0
0
3

que 'espace colonne de A est égal a R3.

3.1 Espace ligne, espace colonne d'une matrice

=

1 1]. Montrer [/,0,5) ~ proviere (olme.
= (1,1,8) ~(7,5,9
(0,00 = (1,4,4) - (1,76) Aopacs colwe d A

Je dois montrer que R3 est égal a ce sous-espace, et pour cela, je vais
souligner qu'un vecteur (a,b,c) dans R3 s'écrit comme la combinaison

linéaire suivante [voir écran] et donc, pour vous montrer queR3 est
inclus la-dedans, il suffit de voir que chacun de ces trois vecteurs est
inclus. Donc il suffit, pour faire 1'exemple ici, de montrer que ( 1, 0, 0 ),
(0,1,0) et (0,0, 1) appartiennent a l'espace colonne de A. Comme la
derniére fois, I'un est évident parce que ( 1, 0, 0 ) c'est carrément la
premiere colonne. Puis (0, 1,0 )estégala (1,1,0)- (1,0, 0 ) donc
c'est la différence entre la deuxiéme et la premiere colonne. Donc cela
appartient a l'espace colonne. Et enfin, le troisieme vecteur que
j'aimerais trouver, ce vecteur-la, est égal a la troisiéme colonne moins la
deuxieme colonne, qui est aussi pour cette raison, inclus dans l'espace
colonne de A. Nous avons réussi a voir que l'espace colonne de cette

matrice est égal a 1'espace vectoriel R>. Nous allons utiliser ces espaces
colonne et espaces ligne des matrices comme des exemples assez
importants dans la suite du cours.

(a,!,c) = a(1,0,8) +b(0,40) +<(0,0,1) .
de A est Vect{C},...,Cp}. Tt sdht & mmbe g
Aot e (0,01 el
Aepao colmnc de A

€ /'a/qo cn/th de A
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