G\

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

Chapitre 3 : Espaces vectoriels

3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de

vecteurs

Algebre linéaire

Prof. Donna Testerman

\ forme échelonnée démontreraura Opé ration inver-s:i_bledonne'r_| CIJE Coordonnee
S y S e m e preuve 5 |_|Sz échelonnée réduite attention
“ensem
2a.ensemble
écrire lublnalsor\ llneal,re ) matrice Slégentltew s Eué coefficients réels 8
{U rapport + Xy Eﬂ 82 gf i3 ga
remisre lignefll S methode o p= ipli et condrtien ﬂ
P 8 ] moment grand pose (g : multiplie s OsC
type ,addltlonnerl g o clalrm J systéme d'équation »g q>)'ﬂ q) rang colonng roduid
© 5 -
cao\:ﬁ/latmcre g a g T notation besglanl Q_’ e C r a n — P As OCD
o M .
coefficienf aGONIM © défini g premier fabriquer avons A
commence P ossede non nul taille o
2 definir pOlntdlmenSlon libre @) lespace trOlSlemete”"e B%
E 7y
= o

cet ensemble

espace_ S O lu t lO n €ens.u l t e“;e:ppenenegeﬂdre Hoasttgf?n?omblnalsons linéaires

espace vects oqr iel ve Ct o

d a Ord ) c fonction °
c'était L nombre ED E eux effectivement
j'additionne " é g [ propr‘lete
& g b].OC 'E e o (= ap facile
2 haut v : v ‘m b o3
i 1mportant veut ; Salqg}l?g}‘!-e g autres Sg¢ R s E o
zéro sl o -
: 7 trouve o era g E G- trouyer
2 O exactementi 1ntersect10n terminer 3 “rﬂUW - 1nt2rlsr;l € 0 b e Voilag ang igne
L C V4 ) . )
55 existe d e f in j'obtiens p I p S neorene
étape 1 1 ] i i A
derniépe mUItlpllcatlon multiplier atrice échelonnéenombre reelnon i.€lément frfhomobres reelS
\ ( N\

Search MOOC

=PrFL



https://cede-webapps.epfl.ch/video-sequence-search/?csv=fr_algebra123
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_09ykn0o0
https://mediaspace.epfl.ch/media/0_09ykn0o0

3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendre par une famille te 4

Nous continuons avec nos exemples de sous-espaces vectoriels et
maintenant on arrive a une exemple trés important, c'est une facon de
fabriquer des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel quelconque.
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs
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Je donne la définition. Soit V un R espace vectoriel. 1ére partie de la
définition. Soit v1 jusqu'a vt, des éléments de V. Une combinaison
linéaire de ces vecteurs est un vecteur de la forme lambda 1 v1 + jusqu'a
lamba t vt ou les lambda i sont des nombres réels. Maintenant, il faut
noter et ceci a un sens, parce qu'on sait multiplier vi par lambda i,
ensuite on sait additionner les résultats, parce que cela se passe dans un
espace vectoriel, donc du coup ce vecteur-la appartient a V. On I'appelle
une combinaison linéaire de ces vecteurs. 2éme partie de la définition.
Soit S, un ensemble de V, pas un sous-espace, juste un ensemble non-
vide. On écrit vect de S pour l'ensemble de toutes les combinaisons
linéaires des vecteurs dans S, c'est-a-dire le vect de S est 'ensemble, et
j'ai toutes les possibilités ici, je prends toutes les combinaisons linéaires,
les lambda i doivent étre des nombres réels et les vi doivent étre dans S.
J'aimerais faire une remarque importante. Je ne dis pas du tout que le S
ici doit étre fini donc attention : S peut étre infini. Les combinaisons
linéaires, elles, sont des combinaisons linéaires d'un nombre fini de
vecteurs.
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Zﬂ -

Mais le S peut étre infini, par exemple, si je prends S, l'ensemble de
toutes les fonctions polynoméales de la forme x puissance 2n ot n est un
nombre naturel plus grand ou égal a 0, c'est I'ensemble de 1, x au carré,
x 4, etc. donc c'est un ensemble avec un nombre infini de vecteurs. Alors
ici le vect de S est encore défini, c'est qu'on va faire les combinaisons
linéaires de ces monomes de degré pair. Donc je n'aurai que des
fonctions ploynoméales de la forme a 0 + a 2 x au carré + a 4 x 4, etc. a
2n x puissance 2n ou les ai sont des nombres réels. Donc le S peut
quand méme étre infini et ce vect de S étre encore défini. Voila une
définition.
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs

J'aimerais montrer que ceci est bien un sous-espace vectoriel, donc on
peut en fabriquer une quantité de sous-espaces. Proposition. Soit V un R
espace vectoriel et S un ensemble de V non-vide. Alors le vect de S est
un sous-espace vectoriel de V. Je donne en méme temps une définition.
On l'appelle le sous-espace engendré par S. Comme c'est une définition,
je souligne. La preuve n'est pas difficile. Je rappelle ce qu'il faut
montrer. Il faut voir que le vect de S est non-vide, mais ¢a, ¢a va car S
est non-vide et pour un vecteur u dans S, 1 x u est dans le vect de S,
donc ca va pour ¢a. Maintenant si je prends 2 vecteurs qui sont la-
dedans, donc je prends lambda 1 v1... lambda t vt, et puis ensuite mu 1
w1, mu r wr, 2 vecteurs dans le vect de S. Je prends aussi un alpha dans
R. Le fait que ces deux vecteurs sont dans le vect de S signifie que les vi
et les wi sont dans S et les lambda i et les mu i sont dans R. Je dois faire
alpha x le premier + le deuxiéme et j'aimerais voir que ceci est de
nouveau une combinaison linéaire des éléments de S mais ceci est clair,
j'enléve les parenthéses, comme j'ai le droit de le faire dans un espace
vectoriel. Ici j'ai alpha lambda 1 v1...
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs
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alpha lamba t vt, mu 1 wl, mu r wr, donc ca c'est une énorme
combinaison linéaire de vecteurs qui appartiennent tous a S donc ¢a c'est
bien dans le vect de S. On a vérifié les deux conditions qu'il faut
vérifier. Maintenant, j'aimerais combler un vide. J'ai dit dans la
définition et dans cette proposition que j'ai un ensemble qui est non-
vide. Mais en fait, par convention, on se permet quand méme de parler
du vect de I'ensemble vide, et cela on va dire que c'est seulement le
vecteur nul, ou l'espace nul. Cette convention est bien parce que cette
convention est cohérente avec une définition alternative du sous-espace
engendré par un ensemble S, notamment... bon moi j'ai défini cela
comme étant l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires. On
pourrait aussi le définir comme ceci : on se donne un ensemble S et on
dit que le vect de S est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels
de V qui contiennent S. A ce moment-13, si on fait une intersection de
tous les sous-espaces qui contiennent un ensemble fixe, il est clair que le
vecteur nul est dans tous ces espaces, donc ensuite le vect dans cette
intersection j'aurai quand méme le vecteur nul.
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendre par une famille de vecteurs

Notes

On peut dire que c'est par convention mais c'est cohérent avec cette
autre définition. Cette définition-la n'est pas une définition constructive,
cela ne nous donnerait pas une fagon de construire le vect de S, mais on
peut montrer que c'est la méme chose. Je vais terminer avec un exemple.

Summary
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Je prends S, un petit ensemble. Je prends les vecteurs (1, 1,0), (0, 1,0
)et (1,0, 0). Donc un ensemble de vecteurs dans R3. Je fais le vect de
S. Par définition, c'est toutes les combinaisons linéaires donc j'ai alpha x
(1,1,0)+betax(0,1,0)+ gamma x ( 1, 0, 0 ) ou alpha, beta et
gamma sont des nombres réels. Ceci est égal... je les mets ensemble,
alpha + gamma, alpha + beta, 0 ou alpha, beta et gamma sont des
nombres réels. Je prétends que c'est la méme chose que I'ensemble de
tous les vecteurs a b 0 ou a et b sont dans R C'est une description un peu
plus simple que celle-ci. Pour vous convaincre de cela, je vois bien que
cet ensemble de vecteurs est inclus dans cet ensemble-la parce que la
coordonnée, la troisieme ici c'est effectivement 0. Pour voir que je peux
écrire a b 0 comme une combinaison linéaire de ces vecteurs-la, ce n'est
pas difficile, c'est 0 x le premier + b x le deuxiéme + a x le troisieme. Je
redis : c'est égal a 0 x le premier + b x le deuxiéme + a x le troisieme.
Donc ceci est bien dans le vect de S. En fait, on voit que le vect de S est
aussi le vect d'un autre ensemble de vecteurs. Je n'avais pas besoin de ce
premier vecteur, seulement du deuxiéme et du troisieme.
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3.5 Combinaisons linéaires, sous-espace enyendré par une famille de vecteurs R
Notes

On peut avoir une famille de vecteurs qui engendre un espace vectoriel
et on peut avoir une autre famille, donc je vais justement poser cette
terminologie. Soit S dans V, un R espace vectoriel. Posons W = vect de
S. Alors on dit que S engendre linéairement W. On dit aussi que S est un
ensemble générateur ou bien une partie génératrice. C'est seulement
pour introduire ces différentes facons de dire. Encore une derniére chose
avant de terminer. Il n'y a malheureusement pas une notation standard,
donc je veux attirer votre attention au fait que dans certains livres, on
utilise une autre notation et une autre terminologie pour le vect de S
donc on voit vect (S) avec des parentheses au lieu des accolades. On
voit aussi span de S avec ou sans les accolades, on voit aussi lin de S, on
voit tout cela pour dénoter ou désigner I'ensemble vect de S donc si vous
lisez un autre livre d'algebre linéaire et que vous voyez une de ces
choses-1a, il faut chercher dans l'index et vous verrez si ca désigne
exactement l'ensemble des combinaisons linéaires.

Summary
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